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Издательство «Транспорт», 1977 



от АВТОРОВ 


Наверное, у многих столь странное назва¬ 
ние нашей книги вызовет недоумение: как и 
чем они связаны между собой эти поезда, пас¬ 
сажиры и математика? Если говорить по су¬ 
ществу, математизация транспортных наук ■— 
факт сегодняшнего дня. И мы, работая в этой 
области, постоянно сталкиваемся с необходи¬ 
мостью расширения сферы применения мате¬ 
матических методов в организации деятель¬ 
ности железнодорожного транспорта. А где мож¬ 
но спокойно и обстоятельно обсудить такие 
проблемы? Конечно же, в уютном купе поезда 
дальнего следования. Здесь и попутчики мо¬ 
гут встретиться интересные, да и время за бе¬ 
седой проходит быстрее. 

Правда, не все у нас сразу получилось. Но 
полезные советы профессоров Е. С. Вентцель, 
И. Б. Сотникова и кандидатов наук В. Н. Вос¬ 
кресенского и В. А. Кудрявцева, которым мы, 
пользуясь случаем, приносим искреннюю благо¬ 
дарность, помогли в конце концов наладить раз¬ 
говор. Безусловно, действующие лица наших бе¬ 
сед — не карикатуры и не двойники живших или 
ныне здравствующих. Это, как писал в одной из 
своих книг, построенной в форме живой бесе¬ 
ды, голландский математик А. Рейтинг, опорные 
точки для размещения идей и методов. 

Мы просим Вас, читатель, стать участни¬ 
ком нашего путешествия. Только непременно 
активным! Итак, Вы — пассажир, поезд подан, 
математика ждет Вас. Счастливого пути! 
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приглашение к беседам 













Перрон московского вокзала давно остался позади. 
Промелькнули дачные поселки. Жизнь в поезде посте¬ 
пенно входила в свое неспешное русло. Быстро позна¬ 
комились. Оказалось, что все в купе ехали до конеч¬ 
ной станции — большого сибирского промышленного 
и научного центра. Значит, впереди было несколько 
дней пути. 

Математик Александр Андреевич и пожилой же¬ 
лезнодорожник Стрелкин ехали в командировку, а 
студенты Галя и Борис — на свою первую производст¬ 
венную практику. 

После того как были обсуждены проблемы необыч¬ 
но дождливого лета и предстоящих встреч с канад¬ 
скими хоккейными профессионалами, разговор как-то 
сам собой прекратился и каждый из попутчиков за¬ 
нялся своим делом. Александр Андреевич вышел в ко¬ 
ридор с сигаретой, Стрелкин зашуршал газетами, а 
студенты устроились у окна, любуясь проносящимися 
мимо пейзажами. 

— Вот, опять пишут: «Математика помогает инже¬ 
нерам», — нарушил молчание Стрелкин. — В послед¬ 
нее время только и слышишь: математика, математи¬ 
ка, математика. А то еще про машины электронные ма¬ 
тематические. Мой внучок Петя в четвертом классе, а 
туда же — математику изучает. Не то что мы в свое 
время арифметикой занимались. Приходит тут ко мне с 
задачей, а я ничего не понимаю. Неравенства, высказы¬ 
вания, какие-то множества. Это и есть высшая матема¬ 
тика, что ли? 

— Что вы, — засмеялась Галя, '— мы с Борей 
высшую математику только что сдали. Но ни высказы¬ 
ваний, ни множеств там не было. Вот только веро¬ 
ятности... 

— Да, да, — оживился Стрелкин, — вероятности. 
У нас один инженер был в Москве на курсах повыше- 


5 



ния квалификации, приехал, так ни слова без этих ве¬ 
роятностей. 

— Увлекаются сейчас математикой, очень увлека¬ 
ются, — в раздумье продолжал через некоторое время 
Стрелкин. — Я уже почти полвека работаю на желез¬ 
ной дороге и без всяких вероятностей, математики этой. 
Правда с каждым годом все меняется. Сейчас техноло¬ 
гию все больше по науке рассчитывают. И учебники те¬ 
перь не те пошли: все формулы да графики... 

— Мы ведь теперь по новым програ^ммам учим¬ 
ся, — вступил в разговор Борис. — На последних 
курсах будем изучать расширенный курс математики: 
и теорию вероятностей, и теорию массового обслужи¬ 
вания, и теорию игр и математическое программирова¬ 
ние, и... 

— Опять математическое, — проворчал Стрел¬ 
кин. — А родители первоклассникам задачи решить 
не могут! Зачем все это? 

— Знаете что? — предложила Галя. — Давайте 
спросим об этом нашего соседа по купе Александра 
Андреевича. Он, как я поняла, математик, в академиче¬ 
ском институте работает. 

— Правильно! — воскликнул Борис. — Раз он мате¬ 
матик, да еще профессионал, ему и карты в руки: пусть 
расскажет нам про все нововведения с математикой. 
Ну-ка, Галя, приглашай его в купе! Надеюсь, вы не 
возражаете? — обратился он к Стрелкину. 

— Что вы! Ведь это я первым интерес к математике 
проявил. 

— И нам очень интересно будет, — добавила Галя, 
выходя из купе. Через несколько минут она вернулась 
вместе с математиком. 

— Александр Андреевич, — обратился к нему 
Стрелкин. — Мы вот тут насчет математики заговорили. 
Может быть, вы нам расскажете, для чего эта всеобщая 
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математизация понадобилась? И в школе, и в институ¬ 
тах, и на производстве? 

— Попробую. Конечно, лучше на примере. Вот, 
хотя бы из вашей железнодорожной области. 

— Очень интересно. 

— Вам не приходилось подсчитывать частоту, ну, 
скажем, расценок грузовых вагонов, поступивших на 
один путь, но предназначенных в разные пункты выг¬ 
рузки? Нередко интересно знать, в каких комбинаци¬ 
ях они могут находиться и сколько нужно будет сде¬ 
лать расценок. 

— Знаете, сам я этого никогда не делал. Но где-то 
читал о таком способе расчета. И поверьте, математи¬ 
ка показалась мне здесь не очень убедительной. Ну, в 
простом случае все и так ясно. А попробуешь подсчи¬ 
тать, когда вагонов десятки и диву даешься: то часто¬ 
ты нужно складывать, то перемножать, а иногда и вы¬ 
читать приходится. Если бы не знал, что способ наукой 
подтвержден, подумал, не подсчитывают, а под ответ 
подгоняют. 

— Ну, что же, — сказал Александр Андреевич, — 
ваши слова мне очень кстати. 

— Почему? 

Попытаюсь объяснить. Дело в том, что в мате¬ 
матике есть понятие вероятности, которое как раз 
и означает ожидаемую частоту наступления события. 
Выведены совершенно точные правила, по которым 
вычисляется вероятность одновременного наступления 
различных событий или вероятность наступления хотя 
бы одного из событий. Изучением этих и ряда более 
сложных закономерностей занимается специальная 
математическая дисциплина — теория вероятностей. 
Так вот, если бы вы в школе или в институте изучали 
теорию вероятностей, — хотя бы в небольшом объе¬ 
ме — у вас не было бы сомнений в подсчетах частоты. 
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Это чистая теория вероятностей и, конечно, там ниче¬ 
го не подгоняется под ответ, все выводится строго по 
правилам. Если мы будем им следовать, точно опре¬ 
делим объем работы по расцепке вагонов. Значит, и 
вам, железнодорожникам нужна теория вероятностей. 

— Александр Андреевич, — попросил Борис. — Не 
могли бы вы популярно рассказать нам, ну, скажем, о 
некоторых областях математики? Чем они занимаются, 
где и как применяются. Да так, чтобы мы и суть понять 
могли. А? 

— Нет, так и время тратить даром не стоит, — отве¬ 
тил за математика Стрелкин. — Пользы от этого боль¬ 
шой не будет. Надо не только рассказывать, но и за¬ 
дачки попытаться решать! 

— Совершенно с вами согласен, — подтвердил Алек¬ 
сандр Андреевич. — Задачи — это, видимо, самое по¬ 
лезное. Но сейчас можно найти много руководств для 
желающих самостоятельно изучить ту или иную область 
математики. 

— Так то книжки, — вздохнула Галя. — Книжке 
вопроса не задашь, а задашь, так ответа не получишь. 

— А все-таки, Александр Андреевич, — предложил 
Борис. — Путь у нас далекий, времени много. Может 
быть вы расскажете нам о новых областях математики 
подробнее? 

— Пожалуй, — после некоторого раздумья ответил 
Александр Андреевич, — можно попробовать. Толь¬ 
ко со временем, вы. Боря, преувеличиваете. Его в на¬ 
шем распоряжении не так уж много, поэтому ограни¬ 
чимся разбором фундаментальных понятий. К тому 
же учтем и профессиональные интересы: как мне из¬ 
вестно, на железнодорожном транспорте предметы на¬ 
ших бесед получили большое распространение. 

— Только должен предупредить об одном, — про¬ 
должал Александр Андреевич, — вам придется много 
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поработать: надо во всем попытаться разобраться и 
понять. Речь пойдет о новых областях математики. 
Для многих сами названия этих разделов связаны с 
чем-то непостижимым. Между тем они не слишком 
сложны, и овладеть их основными идеями куда проще, 
чем научиться решать специально подобранные за¬ 
мысловатые логические задачи из «Науки и жизни». 

— Неужели так просто? — изумилась Галя. 

— Э, нет. Так просто ничего не делается, — за¬ 
смеялся Александр Андреевич, вынимая из бокового 
кармана блокнот. 

— Вы будете еще и писать, и решать примеры, и 
доказывать теоремы. Но только не сегодня, конечно. 
Ведь недаром говорят, утро вечера мудренее... 



БЕСЕДА ПЕРВАЯ 


Закономерность случайностей 

(Теория вероятностей) 








Когда назавтра Александр Андреевич вернулся 
после завтрака в купе к своим любознательным слу¬ 
шателям, все уже ждали его. 

— Прежде всего, — начал он, — я хочу задать 
вопрос, — обратился он к Стрелкину. — Скажите, 
как, по вашему мнению, мог ли я, отправляясь на зав¬ 
трак в вагон-іресторан, оценить свои шансы не только 
вкусно поесть, но и вернуться в наш вагон к началу 
беседы? 

— Ну, что за вопрос, конечно, могли, — нетерпе¬ 
ливо перебил Стрелкин. — Но при чем здесь шансы, 
хмы хотим скорее услышать про математику. 

— Не спешите, не спешите, — улыбнулся Алек¬ 
сандр Андреевич. — Это тоже про математику. Тема 
нашей сегодняшней беседы именно о шансах и веро¬ 
ятностях. 

— В жизни мы часто, не отдавая себе отчета, оце¬ 
ниваем шансы того или иного результата опыта или 
наблюдения. Вот вы. Боря, когда шли за билетами на 
поезд, наверно, делали какие-нибудь предположения 
о том — достанете билет или нет. 

— Еще бы! — воскликнула Галя. — Он два дня го¬ 
ворил, что билеты купит легко, а когда, наконец, по¬ 
шел в кассу, то пришлось выстоять в очереди. 

— Неправда! — перебил ее Борис. — Я не гово¬ 
рил наверняка, что билеты молено будет купить легко. 
Просто я думал, что до обычного срока отпусков еще 
много времени и, скорее всего, за билетами нет очере¬ 
дей. 

— Вот видите, — сказал Александр Андреевич. — 
Когда Боря говорил «скорее всего», он подразумевал, 
что есть и другие возможности, но отдал предпочтение 
одной. И ошибся. 

— Ну, конечно! — обилсенно сказал Борис. — Я 
сделал только качественную оценку. Вот если бы 
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можно было предпочтение выразить количественно, я 
бы не ошибся. 

— Да, было бы неплохо уметь точно оценивать 
шансы, — подхватил Стрелкин, — нам, железнодо¬ 
рожникам, тоже хотелось бы знать, когда, например, 
вероятнее всего начнет увеличиваться пассажиропо¬ 
ток. Мы могли бы заранее позаботиться о дополни¬ 
тельных поездах и с билетами не было бы стольких 
хлопот. 

— Что ж, — усмехнулся Александр Андреевич, — 
это вполне возможно. Теория вероятностей, о которой 
мы уже говорили, и занимается, если можно так вы¬ 
разиться, количественной оценкой шансов. 

— А вы могли бы рассказать нам о теории вероят¬ 
ностей? — попросили Галя и Борис. 

— Да и я бы послушал с удовольствием, — под¬ 
держал студентов Стрелкин. 

— Могу, — согласился Александр Андреевич, — 
но для того чтобы хорошо разобраться в основных 
идеях этой науки, вы должны участвовать в моем рас¬ 
сказе, помогать мне примерами из вашей практики. 

И Александр Андреевич начал свой рассказ. 

Во-первых, нужно определить предмет этой науки. 
Теория вероятностей изучает закономерности в слу¬ 
чайных явлениях. При неоднократном повторении од¬ 
ного и того же опыта случайное явление за счет сово¬ 
купного влияния многих факторов протекает каждый 
раз несколько по-иному. Известно, например, что при 
стрельбе снарядами данного типа из одного и того же 
орудия, установленного под определенным углом к го¬ 
ризонту, каждый отдельный снаряд будет иметь свою 
траекторию полета и будет наблюдаться рассеивание 
снарядов. 

— Это понятно. Но как можно применять теорию 
вероятностей, изучающую случайные явления, к пере- 


12 



возочнаму процессу на железнодорожном транспорте, 
если перевозки планируются? — спросил Стрелкин. 

— Планируется в целом объем перевозок за опре¬ 
деленный период. Но в процессе выполнения плана 
объем перевозок в силу многих влияющих факторов 
колеблется и не является одинаковым в различные 
сутки, декады и месяцы. Поэтому и возможно при 
расчете, например, мощности технических средств же¬ 
лезнодорожного транспорта применять те или иные 
положения теории вероятностей. Да вы и сами гово¬ 
рили, что железнодорожникам важно знать, когда 
начнет увеличиваться пассажиропоток, — обратился 
Борис к Стрелкину. 

— Для изучения случайных явлений, — продол¬ 
жил Александр Андреевич, — в теории вероятностей 
имеется ряд основных понятий. Важнейшим из них 
является событие, подразумевающее всякий факт, ко¬ 
торый в результате опыта может произойти или не про¬ 
изойти. 

Например, событие, состоящее в том, что завтра 
будет солнечный день, или событие, состоящее в том, 
что при бросании игрального кубика во многих дет* 
скйх настольных играх выпадает четное число очков. 
Для того чтобы оценивать шансы на появление этих 
или каких-нибудь других событий, надо сначала нау¬ 
читься оперировать с самими событиями. Действия 
над событиями определяются специальными зако¬ 
нами. 

Среди всех событий, которые могут произойти в 
результате опыта или наблюдения, выделяют два осо¬ 
бых. Это так называемые невозможное и достоверное 
события. Невозможное — это такое событие, которое 
не может появиться в результате нашего опыта. Нап¬ 
ример, событие, заключающееся в том, что завтра бу¬ 
дет безоблачный день и одновременно будет идти про- 
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ливной дождь, явно невозможно. Так же невозможно 
событие, заключающееся в том, что в результате од¬ 
ного бросания игрального кубика выпадет 13 очков. 
Достоверное событие — такое, которое произойдет не¬ 
пременно. Таким является событие, заключающееся, 
например, в том, что в результате бросания монеты 
она упадет на стол так, что мы увидим либо герб, ли¬ 
бо ее номинал, или, как говорят, — герб или решетку. 

— А вдруг монета станет на ребро? — спросила 
Галя. 

— Такого не может быть, — снисходительно воз¬ 
разил Борис. 

— Нет. Это не такой простой вопрос, — сказал 
Александр Андреевич. — Здесь я действительно упус¬ 
тил один момент. Мы к нему вернемся позже. Какое 
же придумать достоверное событие? 

— А вот такое событие, — вмешался Стрелкин. — 
Допустим, что на станцию прибыл поезд. Тогда мы 
можем утверждать, что при расформировании его сос¬ 
тава вагоны будут направлены не менее чем на два 
пути в сортировочном парке. 

— Что же, — ответил Александр Андреевич,—это 
действительно достоверное событие. Для того чтобы 
нам было удобнее разговаривать в дальнейшем, дого¬ 
воримся обозначать невозможное событие буквой V, 
а достоверное — буквой /7. 

— Но ведь есть много невозможных и достоверных 
событий. Что же, все они будут обозначены одной и той 
же буквой? — удиврілся Борис. 

— Как мы увидим, это не приведет к недоразуме¬ 
нию, потому что мы будем рассматривать только со¬ 
бытия, могущие произойти в результате какого-нибудь 
вполне определенного эксперимента, и в этом случае 
невозможное и достоверное события будут иметь одно¬ 
значный смысл. 
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Рассмотрим два события — А и В. Произведением 
АВ этих событий назовем событие, состоящее в том, 
что произошли одновременно и Л и В, а суммой Л+В— 
событие, состоящее в том, что произошло хотя бы одно 
из этих событий. Если, например, Л — событие, заклю¬ 
чающееся в том, что при бросании игрального кубика 
выпадает четное число очков, а В — в том, что выпа¬ 
дает число очков, делящееся на три, то событие ЛВ 
есть, очевидно, просто выпадание 6 очков. 

— А сумма тогда есть выпадание любого числа 
очков, кроме 1 и 5. Да? — спросила Галя. 

— Совершенно верно, — ответил Александр Андре¬ 
евич. 

— Я не совсем понял. Можно объяснить этот при¬ 
мер подробней? — попросил Стрелкин. 

— Ну, как же, — вмешался Борис, — если Л —это 

выпадание четного числа очков, то Л произойдет, если 
выпадает одно из трех чисел — 2, 4 или 6. Точно так же 
В произойдет, если выпадает одно из двух чисел — 3 
или 6. 

— Прекрасно, — сказал Александр Андреевич. — 
Может быть, вы мне ответите, что это за события — 
ЛѴ, Л/7, А+Ѵ, Л + /7? 

— Попробую. А что это за событие — Л? 

— Любое. Какое-то событие, появляющееся в ре¬ 
зультате эксперимента. 

— Значит так. АѴ — это событие, состоящее в том, 
что произошли одновременно событие Л и невозможное 
событие. Да, но тогда оно само невозможно! Значит 
АѴ=Ѵ? 

— Верно, — подбодрил Стрелкина математик. 

— Так, пойдем дальше, — уже увереннее продол¬ 
жил Стрелкин. — АІІ — событие, состоящее в том, что 

произошли одновременно события Л и достоверное со¬ 
бытие. Но достоверное событие всегда происходит. 
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Значит надо, чтобы просто произошло событие Л, т. е. 
АѴ=А. Событие Л+Ѵ произойдет тогда, когда прои¬ 
зойдет либо Л, либо невозможное событие. Невозмож¬ 
ное событие произойти не может, значит А-\-Ѵ=А. 
Понятно, что Л-)-/7=/7, потому что достоверное собы¬ 
тие выполняется всегда, а значит и Л+/7 выполняется. 
— Очень хорошо, — сказал Александр Андреевич, -- 

вы, наверно, согласны, что ЛЛ=Л и Л+Л=Л. 

— Ну, конечно же, это ясно, — в один голос ответи¬ 
ли слушатели. 

— Пойдем дальше, — продолжил Александр Андре¬ 
евич. — Аналогично сумме и произведению двух собы¬ 
тий можно определить сумму А+В-\-С= {А-\-В)-{-С и 
произведение АВС=[АВ) С трех и вообще любого чис¬ 
ла событий. Понятно, что эти события не зависят от 
того, в каком порядке мы будем брать их составные 
части, т. е. 

(А + В) + С = А + {В + С)=А + В + С = А+С+В =... 
и {АВ)С = А{ВС) = АВС = АСВ=„. 

Если произведение двух событий А и В есть невоз¬ 
можное событие, т. е. если они не могут произойти од¬ 
новременно, то они называются несовместными. 

Если имеется несколько событий Лі, Л 2 , Лз,... Лп, 
которые не могут произойти одновременно, т. е. 

Л1Л2 Ап = , 

то они называются несовместными в совокупности. 
Если среди группы событий есть хотя бы одна пара 
несовместных, то вся эта группа несовместна в сово¬ 
купности, так как произведение этой пары уже дает 
невозмолсное событие. Но может оказаться, что среди 
выбранной группы событий нет ни одной несовместной 
пары, а в совокупности они несовместны. 
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Рис. 1.1. 


— Как же это может быть? — удивился Стрелкин. 

— Очень просто, — сказал Борис, — и, быстро на¬ 
чертив схему станции (рис. 1.1), предложил обозна¬ 
чить через Л событие, заключающееся в приеме в парк 
Я поезда, прибывающего из К через Б — поезда, при¬ 
бывающего в этот парк из Я, и через С — поезда, при¬ 
бывающего из М. 

— Тогда, — продолжил Борис, — возможны произ¬ 
ведения событий АВ, АС и ВС, т. е. среди событий Л, 
В и С нет ни одной несовместной пары (возможен од¬ 
новременный прием из К и Я, из К и М и из Я и М). 
В совокупности же все три события (произведение со¬ 
бытий АВС) несовместны, так как одновременный при¬ 
ем поездов со всех трех направлений невозможен. 

— Продолжим, — сказал Александр Андреевич. — 
Пусть имеются попарно несовместные события Лі, Л 2 , 
Ап. Тогда событие Лі+Л 2 +...+Лп состоит в том, что 
произошло хотя бы одно из них (и поскольку никакие 
два из них не могут произойти одновременно, то это 
событие означает, что произошло только одно из них). 

Если Лі+Л 2 +...+Лп = Я, т. е какое-то из этих собы¬ 
тий произошло обязательно, то эти события образуют 
полную группу событий. 

Мы определили умножение и сложение событий. 
Теперь выясним, как связаны эти две операции. 
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Возьмем три события Л, В и С и рассмотрим собы¬ 
тие А (В+С). Что это за событие? Ну-ка, Галя. 

— Это значит, что произошло событие А и хотя бы 
одно из событий В или С. 

— Правильно, — подхватил Борис, — или ЛВ или 
Л С, а это есть событие ЛВ+ЛС. 

— Прямо как в алгебре, — удивился Стрелкин, — 

Л(В + С) = ЛВ +ЛС. 

— Совершенно верно. Потому и множество событий 
вместе с введенными операциями называют алгеброй со¬ 
бытий. Но если есть сложение, очевидно, должно быть 
и вычитание. К сожалению, здесь все происходит не 
так, как в обычной алгебре. Впрочем, уже равенство Л-!- 
+Л=Л было необычным. 

Определим сначала противоположное событие к со¬ 
бытию Л. Его обозначим через Л. Это событие проис¬ 
ходит тогда, когда не происходит А, и наоборот. 

Из определения понятно, что если мы возьмем про¬ 
тивоположное событие к А, _то получим само собы¬ 
тие Л. Значит, события Л и Л можно называть проти¬ 
воположными. _Такими,_например, являются события /7 

и V. Поэтому и=Ѵ и Ѵ=ІІ, _ _ 

Вы легко проверите, ^о АА — Ѵ и Л+Л = /7, т. е. 

любая пара событий Л и Л образует полную группу. 

Далее рассмотрим два события Л и В. Разностью 
Л—В или дополнением события В в событии Л назы¬ 
вается событие, состоящее в том, что происходит собы¬ 
тие Л и не происходит событие В. 

Разность Л—В не является операцией обратной 
сложению, потому что (А —В)+В не равно Л. 

Разность Л—В можно еще записать в виде ЛВ. По¬ 
тому что и то и другое событие означает, что одновре¬ 
менно произошло событие Л и не произошло событие В. 
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Говорят также, что событие А содержится в собы¬ 
тии В, если наступление события А всегда влечет за 
собой появление события В. Обозначать мы это будем 
так: А ^В. 

Вы, наверно, легко разберетесь, что для любых двух 
событий А и В АВ^А, так как слева стоит событие, 
для выполнения которого необходимо выполнение со¬ 
бытия А. Кроме того, для любых событий А и В таких, 

что А^В, справедливо соотношение В^А. Действи¬ 
тельно, пусть произошло событие В, т. е. не произошло 
событие В. Если бы событие А произошло, то из А 
следовало б^, что и В произошло. Значит из того что 
произошло В, следует, что А не произошло, т. е. прои¬ 
зошло А. 

Так как достоверное событие имеет место всегда, то 
для любого события А А Для единства всех соот¬ 
ношений считают, что для любого А Ѵ^А. Если со¬ 
бытия А и В связаны соотношением В^ А, то АВ — В 
и А-\-В=А. 

— Да-а, — протянул Стрелкин, — эти формулы ме¬ 
ня, признаться, уже утомили. 

— Что же, — сказал Александр Андреевич — тогда 
мы можем от них отойти и вернуться к опыту с броса¬ 
нием монетки или кубика. Вопрос, который нам пред¬ 
стоит разрешить, состоит в следующем. Какие собы¬ 
тия нам нужно рассматривать? 

Этот вопрос относится не столько к математике, 
сколько к содержанию эксперимента, который мы произ¬ 
водим. Мы вольны, конечно, рассматривать все мысли¬ 
мые события, которые могут произойти в результате 
опыта или наблюдения. 

Например, в эксперименте с бросанием игрального 
кубика в качестве результата можно принимать во вни¬ 
мание не только количество выпавших очков, но и чис- 
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ло оборотов, которые кубик сделает в воздухе. Или 
интересоваться только тем, четно выпавшее количество 
очков или нечетно. 

Но при попытке учитывать все явления, сопутству¬ 
ющие эксперименту, станет чрезвычайно трудным опи¬ 
сать все возможные исходы. Если же все исходы де¬ 
лить на слишком крупные группы, будет невозможно 
определить, произошло или нет какое-нибудь событие. 

Например, если исходами бросания кубика считать 
только четность числа выпавших очков, то нельзя ска¬ 
зать, произошло ли событие, состоящее в том, что число 
очков делится на 3. Поэтому задача состоит в том, что¬ 
бы каждому эксперименту сопоставить модель, в кото¬ 
рой будут описаны все возможные исходы. Их мы бу¬ 
дем называть элементарными. Таким образом, каждое 

интересующее нас событие можно разложить на эти 
элементарные исходы. 

В случае бросания монеты мы можем пренебречь 
ее толщиной и возможностью упасть на ребро и счи¬ 
тать, что есть всего два элементарных исхода — выпа¬ 
дание герба и выпадание решетки. В случае с кубиком 
элементарными исходами можно считать выпадания 
различных чисел. 

Системой или, как принято говорить, пространством 
элементарных исходов является любая полная группа 
попарно несовместных событий. Нужно только, чтобы 
все интересующие нас события молено было разложить 
на элементарные. 

Рассмотрим такую ситуацию. Пусть в депо на про¬ 
филактический осмотр прибыли три электровоза. Ос¬ 
мотр производят две бригады: одна проверяет электри¬ 
ческую часть, а другая — механическую. Предположим, 
что направления на электровоз бригады получают в 
разных местах и независимо друг от друга. Как вы¬ 
брать пространство элементарных исходов? 
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Вг В4 Вз 


Рис. 1.2 

— Самое естественное, — сказал Стрелкин, — будет 
выявить все возможные распределения бригад по элек¬ 
тровозам. Если, например, бригаду электриков обозна¬ 
чить белым кружком, а бригаду механиков черным, то 
все варианты можно выписать так (см. рис. 1 . 2 , а). 

Здесь событие означает, что электрики работа¬ 
ют на 1 -м, а механики на 2 -м электровозах, а событие 

Л 9 — то, что обе бригады на 3-м электровозе. 

— Правильно, — подтвердил Александр Андреевич.— 
Но как определить, все ли варианты мы перебрали? 

- Ну, это совсем просто, — сказал Борис- — Брига¬ 
да электриков может быть направлена на любой из 
трех электровозов. При каждом направлении этой 
бригады у бригады механиков есть тоже три возмож¬ 
ности. Значит, всего различных вариантов ровно 3X3 = 
= 9 . А так как среди выписанных нами случаев нет 
одинаковых, то они и описывают все возхможные рас¬ 
пределения бригад по электровозам. 
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— Ну что ж, верное рассуждение. Обратимся к 
этим выписанным событиям. Они очевидным образом 
попарно несовместны, так как никакие два из них н€ 
могут произойти одновременно, и в сумме составляют 
достоверное событие. Значит, они образуют действи¬ 
тельно полную группу и могут служить пространством 
элементарных исходов. Попробуем выразить через эти 
события какие-нибудь другие. Например, как записать 
событие А, состоящее в том, что бригада электриков 
работает на 2 -м электровозе? 

— Наверно, — начала Галя, — это будет событие Л 4 . 

— Или Лб, — подхватил Стрелкин. 

— Но Лб тоже означает, что электрики на 2 -м элек¬ 
тровозе, — возразил Борис. 

— Вы все, конечно, правы, — сказал Александр Анд¬ 
реевич. — Появление каждого из этих событий влечет 
за собой событие Л, т. е., как мы говорим, каждое из 
событий Л 4 , Лб и Лб содержится в Л. С другой сторо¬ 
ны, если произошло событие Л, то возможны три слу¬ 
чая: бригада механиков работает на 1 -м, на 2 -м или на 
3-м электровозе. В 1-м случае выполняется событие Л 4 , 
во 2-м — Лб и в 3-м — Лб. Значит, событие выполняется 
тогда и только тогда, когда выполнено какое-нибудь из 
этих трех событий, т. е. когда произошло событие 
Л 4 +Л 5 +Л 6 . Это записывается так: 

Л = Л 4 + Л 5 Лб. 

— А теперь, как записать событие, состоящее в 
том, что обе бригады оказались на одном электровозе? 

— Ну, это просто, — ответила Галя, — надо сложить 
события Ль Лб и Лд. 

— Хорошо, здесь, кажется, мы разобрались, — про¬ 
должил Александр Андреевич. — Попробуем немножко 
изменить ситуацию. Предположим, что в депо попал не¬ 
специалист, который не может сразу определить, какая 
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бригада перед ним — электрики или механики. Он толь¬ 
ко различает, что бригады две. Как для него будет вы¬ 
глядеть пространство элементарных исходов? 

— Наверно, он некоторые из прежних различных ис¬ 
ходов будет путать, — сообразил Боря. 

— Правильно, — подтвердил Александр Андрее¬ 
вич. — Какие же? 

— Ну, например, Л 2 и А 4 или Ав и Лз. 

— Верно. Выпишем это пространство. Теперь брига¬ 
ды будем обозначать звездочкой* (см. рис. 1 . 2 , б). 

Здесь, как легко видеть, события Ві, В 2 , 5з, В 4 , В 5 и 
Вб также образуют полную систему. Но уже событие Л, 
состоящее в том, что электрики работают на 2 -м элек¬ 
тровозе, мы через них не выразим. 

— Что ж это за пространство элементарных исхо¬ 
дов, если мы не можем выразить через них такое про¬ 
стое событие? — усмехнулась Галя. 

— Это объяснить нетрудно, — возразил Стрелкин. — 
Вот если я, например, планирую работу бригад, то мне 
все равно, какая где работает. Мне важно, чтобы 
бригады не попали на один электровоз и не мешали 
друг другу. 

— Прекрасно!—обрадованно воскликнул Алек¬ 
сандр Андреевич. — А ведь событие, состоящее в том, 
что обе бригады попали на один электровоз, выража¬ 
ется и в новом пространстве элементарных событий, а 
именно Ві-}-В 4 +Вб. 

Итак, мы научились выделять все возможные эле¬ 
ментарные исходы какого-нибудь эксперимента и выра¬ 
жать через них все интересующие нас события. Теперь 
мы переходим к самому интересному: как оценивать 

шансы на появление того или иного события? 

Пусть пространство элементарных исходов состоит 
из конечного числа событий Лі, Л 2 , Ап, как это было 
у нас до сих пор. Мы будем говорить, что на простран- 
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стве элементарных исходов Лі, Л 2 ,Лп заданы вероят¬ 
ности, если каждому исходу Аі сопоставлено неотри¬ 
цательное число рі'^0 и все эти числа в сумме дают 
единицу: рі+р 2 +...+рп= 1. Эти числа мы и будем 
считать вероятностями элементарных исходов, записы¬ 
вая это так: Р {Аі}=рі. 

Если теперь нам понадобится определить вероят¬ 
ность какого-нибудь составного события, то мы возь¬ 
мем и сложим вероятности событий, составляющих его. 

Например, 

Р {Аі + Лз + Ап-і) РіАг Ръ~\- Рп-\ • 

— Ну, вот, приехали! — разочарованно протянула 
Галя. — А как же определить вероятности элементар¬ 
ных исходов? Опять интуиция? 

— Да, это самое тонкое место в обосновании тео¬ 
рии вероятностей, — ответил Александр Андреевич. — 
Конечно, определение вероятностей элементарных исхо¬ 
дов связано с интуитивными соображениями, но для 
того, чтобы субъективность интуиции не свела все уси¬ 
лия на нет, надо было научиться объективно оценивать 
правильность интуитивных представлений. И теория ве¬ 
роятностей справилась с такой задачей. Мы еще будем 
говорить об этом. 

А сейчас давайте рассмотрим опять наш игральный 
кубик. Предположим, что кубик новенький, сделанный 
на самых точных станках. Можем ли мы отдать пред¬ 
почтение одному какому-нибудь из шести возможных 
исходов бросания? 

— Нет, наверно, — неуверенно произнес Борис. — 
Раз он сделан абсолютно симметрично, то выпадания 
любых граней равновозможны. 

— Что ж, это и есть некое интуитивное соображе¬ 
ние, подсказывающее нам, что всем возможным исхо¬ 
дам бросания надо приписать одинаковую вероятность. 
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А так как всего исходов шесть и суммарная вероят¬ 
ность равна 1, каждому исходу следует приписать ве¬ 
роятность по-^. 

Обратимся теперь к более сложному примеру с ре¬ 
монтными бригадами. Здесь девять событий. Можно ли 
считать их равновозможными? 

— А почему бы и нет, — сказала Галя. — Ведь 
бригады назначаются независимо друг от друга, и у 

каждой из них одинаковые шансы попасть на любой 
электровоз. Значит, мы можем считать все исходы 
равновозможными и приписать каждому из них веро¬ 
ятность 

— А как же тогда быть в случае неразличимых 
бригад? — спросил Борис. — Ведь если так, то, с одной 
стороны, мы должны всем событиям и, в частности, В2 

приписать вероятность а с другой стороны, 62= 

= А2“)“‘^4 и 

Р{В,} = Р{А,}-{-Р{А,}=-^ + -^ = -^ф-^. 

— Как это так? Одно и то же событие имеет, ока¬ 
зывается, две различные вероятности. 

— Вы, Боря, допустили ошибку. Дело в том, что 
вы вычисляли вероятность события В2 в разных прост¬ 
ранствах элементарных исходов. Если вы считаете, 
что невозможность различить бригады не сказывает¬ 
ся на существе дела, то вы не имеете права считать все 
исходы Ві, В2 ,Ве равновероятными, а должны прьь 
писать им вероятности в соответствии с правилом вы¬ 
числения вероятности составного события, считая собы¬ 
тия В2=Л2+Л4, Вз=Лз+Л7 и В5=Лб+Л8 составными 
в пространстве исходов Ль Л2, Лд. Если же вы 
считаете события Ви В2Ве равновозмолсными, тем са- 
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мым вы подразумеваете, что неразличимость бригад су¬ 
щественна и носит объективный характер. Это и есть 
проблема о критериях правильности определения веро¬ 
ятностей элементарных исходов. Мы займемся ею позже. 

А сейчас рассмотрим пространство равновозможных 
элементарных исходов. Допустим, что имеется п эле¬ 
ментарных исходов и, следовательно, каждый из них 

имеет вероятность — Пусть событие А представляет 

собой сумму к различных элементарных исходов. Тогда 
вероятность этого события А будет, по определению, 

равна сумме к одинаковых слагаемых по -тг» 'г* 

к ^ 

на—. Если элементарные исходы, составляющие Л, 

назвать благоприятными, вероятность события А ока¬ 
зывается равной отношению числа благоприятных исхо¬ 
дов к общему числу всех равновозможных исходов. Мы 
пришли к так называемому классическому определению 
вероятности события. 

— Как просто! А нельзя всегда выбирать элементар¬ 
ные исходы равновозможными? — спросил Стрелкин. 

— К сожалению, это не всегда удается. Но, конеч¬ 
но, к этому нужно стремиться. Даже если приходится 
для этого брать в качестве элементарных исходов 
«слишком» мелкие. К тому же интуитивно легче опре¬ 
делить равновозможность двух событий, чем во сколь¬ 
ко раз одно вероятнее другого. Каковы свойства веро¬ 
ятностей? Во-первых, поскольку достоверное событие — 
сумма всех элементарных, его вероятность равна 1 . 

Во-вторых, подумайте, пожалуйста, и скажите, как 
определить вероятность того, что наступит хотя бы одно 
из двух произвольных событий л и в, т. е. чему равна 
вероятность события Л+В? 

— Можно мне? — сразу заторопился Борис. — Надо 
действовать по определению. Взять элементарные исхо- 
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ды, составляющие событие А, элементарные исходы, со¬ 
ставляющие событие В, и сложить их вероятности. 

— Да, но может оказаться, что один и тот же эле¬ 
ментарный исход входит и в Л и в В. Ведь эти события 
не обязательно несовместны, — возразила Галя. 

— Правильно, — ответил ей Борис, — если какой-то 
элементарный исход входит и в Л и в В, то его вероят¬ 
ность надо прибавлять к общей сумме не два раза, а один. 

— Подождите, но насколько я понял, это значит, 
что вероятность Л+В не равна сумме вероятностей 
Л и В? — вмешался Стрелкин. 

— Совершенно верно, — ответил Александр Андреевич. 
—Если элементарный исход входит ивЛивВ, тов сум¬ 
му, составляющую Я{Л-ЬВ}, его вероятность входит 
один раз, а в Я {Л} + Р {В} — два раза. Значит, Я {Л + 
+ В} ^Я {Л} “Ь Я {В}, причем правая часть больше левой 
на величину, равную сумме вероятностей исходов, входя¬ 
щих как в Л, так и в В, т. е. исходов, составляющих 
событие ЛВ. Поэтому можно записать 

Я {Л + В} = Я {Л} + Я {В} - Я {ЛВ}. (1Л) 

Если события Л и В несовместны, т. е. АВ = Ѵ(А и 
В не содержат общих исходов), то 

Р{А + В}=Р{А}+Р{В}. (1.2) 

Так, например, Я {Л}+Я{Л} =Я{Л+Л}=Я{^} =1. 

В частности, если А = Ѵ А —и = Ѵ, то Р{и}-\- 
+ Я{1Л} = 1 и Я{1Л}=1-Я{а} = 1~1=0. 

Формула (1.1) для произвольной пары событий и ее 
частный случай (1.2)для несовместных событий выра¬ 
жают теорему сложения вероятностей, 
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— Вот это да! — воскликнула Галя. — Мы, оказы¬ 
вается, доказали теорему! 

— Верно, — усмехнулся Александр Андреевич, — и 
нам еще предстоит доказать несколько других. А над 
чем это вы. Боря, задумались? 

— Меня все-таки интересует такая вещь, — ответил 
Борис. — Если мы бросаем кубик, то вероятность вы¬ 
падания числа, делящегося на 1, равна -д-. Но пред¬ 
положим, что кубик бросала Галя, а мне сказала толь¬ 
ко, что выпало четное число очков. Тогда я могу рас¬ 
суждать так: раз выпало четное число очков, значит, 
это либо 2, либо 4, либо 6 — и все исходы равновоз¬ 
можны. Из них на 4 делится только 4. Значит, вероят- 

ность того, что выпавшее число делится на 4, равна -3 . 
Как же так? 

— Все правильно, — сказал Александр Андреевич.— 
Только -0 -это вероятность выпадания числа, деля¬ 

щегося на 3 без дополнительных условий, а — веро¬ 
ятность того же события при условии, что выпавшее 
число четно. 

Здесь мы столкнулись с так называемой условной 
вероятностью. Давайте рассмотрим еще пример. Пред¬ 
положим, что на двух станках обрабатываются какие- 
нибудь детали. На одном работает опытный мастер, ко¬ 
торый допускает брак только в 5 случаях из 100, а на 
другом — молодой ученик, который портит каждую пя¬ 
тую деталь. 

Возьмем 100 деталей, сделанных на одном станке, 
и 100 деталей, сделанных на другом. А потом из полу¬ 
ченной партии в 200 деталей выберем наугад одну. Ка¬ 
кова вероятность события В, состоящего в том, что вы¬ 
бранная деталь сделана мастером? 
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— Наверно — сказал Стрелкин. 

— Правильно. Всего среди 200 деталей 100, сделан¬ 
ных мастером, а все исходы — выбор каждой детали — 
равновозможны. 

Пусть теперь выбранная нами деталь оказалась бра¬ 
кованной (это событие обозначим через А). Какова ве¬ 
роятность того, что она была сделана мастером (собы¬ 
тие В)? 

— Это задача потруднее, — задумался Стрелкин. 

— Ну почему же? — возразил Александр Андрее¬ 
вич. — Давайте рассуждать, как и раньше. Всего эле¬ 
ментарных исходов 200, и все они равновозможны. 
Сколько имеется элементарных исходов, составляющих 
событие Л? 

— Это понятно, 5 деталей мастера и 20 — учени¬ 
ка, — быстро ответил Стрелкин, — всего, значит, 25. 

— Значит, — продолжил Александр Андреевич, — 
известие о том, что выбранная деталь бракованная, ог¬ 
раничивает исходы до 25, и все они равновозможны. Мы 
можем принять их за новое пространство элементар¬ 
ных исходов. Сколько же из них нас устраивает? 

— Понятно, что устраивают нас те из исходов, со¬ 
ставляющих А, которые входят в событие В, т. е. бра¬ 
кованные детали, сделанные мастером, — 5 штук. 

— Значит, для того чтобы получить нужную веро¬ 
ятность, — сказала Галя, — следует 5 поделить на 
25. Правильно? 

— Правильно, — ответил Александр Андреевич. — 
Эта условная вероятность события В при условии со¬ 
бытия А, которую мы обозначим Р{ВІА}, равна 25 =- 5 * 

Но давайте теперь внимательно проследим, что же мы 
сделали. Из общего числа исходов/г (в нашем случае их 
было 200) мы выделили исходы, благоприятные для со- 
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бытия А, Их оказалось па = 25. При указанном условии 
эти исходы составили новую полную систему возмож¬ 
ных исходов, так как событие А стало достоверным. 
Затем мы выбрали исходы, входящие в А и благопри¬ 
ятные для В, т. е. исходы, благоприятные для события 
АВ. Их оказалось Пав = Ь. После этого мы вычислили 
вероятность по правилу отношения числа благоприят¬ 
ных исходов к общему числу исходов: Р {В/А}=~^ . 

Для того чтобы вычислять условные вероятности не 
только в случае пространств равновозможных элементар¬ 
ных исходов, мы нашу формулу немного изменим. Зше- 

чая, что —^=Р{АВ}, а —^=Р{А} (здесьучаству¬ 
ют безусловные вероятности), получим следующее соот¬ 
ношение для условных вероятностей 


Р {В/А) = 


п 


АВ 


П 


Р [АВ] 
Р[А] 


(1.3) 


Теперь уже не имеет значения, как заданы вероят¬ 
ности элементарных исходов — равными или нет. Как 
видно из этой формулы, условные вероятности оста¬ 
лись неопределенными, если Р{А)=^0. 

— А почему, когда вы говорили о введении вероят¬ 
ностей элементарных исходов, допускали, что они могут 
быть равны О? — спросил Борис. 

— А почему бы и нет? — удивился математик. 

— Зачем тогда вообще рассматривать такие эле¬ 
ментарные исходы? Ведь если какому-нибудь исходу 
приписали вероятность О, то это означает, что он прак¬ 
тически не может произойти, т. е. этот исход практиче¬ 
ски невозможен. 

— Видите, Боря, — вы сами говорите, что этот исход 
не «невозможен», а «практически невозможен», т. е. мыс¬ 
ленно вы такой исход можете предположить, ну, на- 
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пример, возможность монеты упасть на ребро. А вот 
«практическую невозможность» какого-либо события на¬ 
до еще подтвердить экспериментально. Все опять сво¬ 
дится к проверке правильности установленных нами ве¬ 
роятностей элементарных событий. 

— Но если некоторые элементарные события имеют 
нулевую вероятность, значит из равенства Р{А}=0 
вовсе не следует, что событие А невозможно. Верно? — 
заметил Стрелкин. 

— Конечно! — подтвердил Александр Андреевич. — 
И это нужно хорошо понимать. Дело в том, что мы до 
сих пор рассматривали только пространства, состоящие 
из конечного числа элементарных исходов. 

А вот рассмотрим, например, такую ситуацию. Едем 
мы сейчас в поезде, который ведет электровоз. И 
вдруг поезд останавливается. Все волнуются — в чем 
дело? Оказывается, что где-то на участке, по которому 
идет наш поезд, произошел обрыв контактного прово¬ 
да. Причем неизвестно где. Какова вероятность того, 
что разрыв произошел перед поездом? Как вы думаете? 

— Здесь в качестве равновозможных элементарных 
исходов можно, наверно, взять различные возможные 
места разрыва провода, — начал Борис. 

— Да, конечно, — сказал Александр Андреевич, — 
но вот беда, таких мест бесконечно много — целый отрезок. 

— Их даже пересчитать нельзя, — вставила Галя. 

— Да, верно,— подтвердил Александр Андреевич.— 
Это случай, который мы будем называть непрерывным 
пространством элементарных исходов в отличие от слу¬ 
чаев, когда элементарных исходов конечное число или 
бесконечное, но все же такое, что их можно пересчи¬ 
тать, т. е. перенумеровать, 

— А разве нельзя взять и перенумеровать все точ¬ 
ки отрезка? — удивился Стрелкин. — Возьмем одну 
точку, назовем ее первой, потом вторую и т. д. 
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— Ну нет! — возразил Борис, — нам на лекциях 
доказывали, что так не перебрать всех точек отрезка. 

— Совершенно верно, — продолжил Александр 
Андреевич. — Точки отрезка перенумеровать нельзя. 
Но вернемся к вопросу, с которого начали. Какие же 
вероятности приписать нашим элементарным исходам? 

— Если их бесконечно много и все они равновоз¬ 
можны, то остается только приписать им нулевые ве¬ 
роятности, — неуверенно сказал Борис. — Ведь если у 
них будут положительные вероятности, то сумма будет 
бесконечной, а должна быть единица. 

— Да, но если вероятности всех элементарных ис¬ 
ходов — нули, то и любое составное событие будет 
иметь нулевую вероятность. И вероятность обрыва про¬ 
вода вообще, а не только перед поездом будет равна 
нулю, — сказала Галя. 

— Да, значит, что-то здесь не совсем правильно, — 
задумчиво произнес Борис. — А если попробовать так, 
возьмем весь участок, на котором произошел обрыв, и 
разобьем его на равные отрезки. Пусть это будут точ¬ 
ки Мо=М — начало участка, Мь М2, ..., Мп = М'' — ко¬ 
нец участка: 


М = Мо 



4-^— 

М2 Мк-, 


і 

--1- і -1 

Мк Мп., М,= М 


Тогда, раз все отрезки равной длины, события Л^, 
состоящие в том, что разрыв произошел на отрезке 
М/і-і М/і (й=1, 2,...), равновозможны. Все они попарно 
несовместны и в сумме составляют достоверное собы¬ 
тие, заключающееся в том, что разрыв произошел на 
всем участке ММп- Значит, они образуют пространст¬ 
во элементарных исходов с равными вероятностями — 

по — . 
п 
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— А чтобы подсчитать вероятность того, что раз¬ 
рыв произошел перед поездом, остановившимся в точке 
і, надо подсчитать количество маленьких отрезков, 
уместившихся на участке ЬМ\ и поделить их на п, — 
закончил Борис радостно. 

— Здорово! — воскликнула Галя и захлопала в ла¬ 
доши.— Молодец, Борька! 

— Здорово, да не совсем, — усмехнулся Александр 
Андреевич. — А если точка I попадает не на границу 
между двумя отрезками, а внутрь какого-нибудь отрезка, 

например, Мк-іМк- Как тогда считать вероятность 


или 


А2 — ІІ -}- 1 ^ 

П * 


-Ну, если п очень большое, — ответил Борис, — то 
п — ^ 4-1 п — к 1 

-!-—очень маленькая величина, и эти 

числа почти одинаковы. Поэтому любое из них можно 
считать приблизительно равным настоящей вероятности. 

— Что же, для практического вычисления эти сооб¬ 
ражения можно, конечно, принять. Но ведь нас сейчас 
интересует теория, так сказать, идейная сторона воп¬ 
роса, и поэтому мы не должны пренебрегать такими 
«мелочами», как \/п. А уж если мы ими пренебрегаем, 
10 надо это обосновывать. Почему эти числа близки к 
«настоящей» вероятности? Откуда такая уверенность? 
Ведь мы еще не знаем, чему она равна — эта «настоя¬ 
щая» вероятность. Однако в рассуждениях Бориса есть 
идея, которая приведет нас к нужному ответу. 

Возьмем на отрезке ММ' два произвольных, но рав¬ 
ных по длине отрезка NxN^ и N^N 2 


Н 

м 



N. N 


I 

I 
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События, состоящие в том, что разрыв произошел 
внутри одного из них или другого, по-видимому, разум¬ 
но считать равновозможными — по тем же причинам, 
по которым Боря считал равновозможными разрывы на 
каждом из маленьких отрезков — потому, что они име¬ 
ют одинаковую длину. Иными словами, естественно 
считать, что чем больше отрезок, тем больше вероят¬ 
ность того, что разрыв произошел именно на нем, и 
совершенно неважно, в начале, в середине или в конце 
всего участка ММ' этот отрезок находится. Если мы 
увеличим отрезок вдвое, то естественно считать, что и 
вероятность разрыва на нем увеличилась вдвое. Таким 
образом, мы приходим к такому предположению: веро¬ 
ятность того, что разрыв произошел на данном отрезке, 
пропорциональна его длине. 

Поэтому, если событие А состоит в том, что разрыв 
произошел на отрезке вычислить его вероятность 

можно так: 


р I ді длина ІМ' 

Отсюда, кстати, видно, что если в схеме Бори увели¬ 
чивать п, то длина МкМ' будет приближаться к длине 
ІМ', а длина МкМ' равна (я — ^)Х(Длина маленького от¬ 
резка) = {п — к) X X (длина ММ') и 

п — к длина МкМ' 

~п~ ^ ~ длина ММ' ~ ’ ^ ростом Я действительно при¬ 

ближается к Р{А}, Ну, и вероятность «элементарного ис¬ 
хода» — попадания в какую-нибудь точку — действитель¬ 
но равна нулю, так как «длина» точки — нуль. 

Здесь нам пришлось определить вероятность спосо¬ 
бом, отличным от того, которым мы пользовались, ког¬ 
да вводили вероятность на конечном пространстве эле¬ 
ментарных исходов. Мы еще вернемся к этому вопросу 


34 



и увидим, что эти способы на самом деле имеют об¬ 
щую основу. 


Надеюсь, вы не забыли формулу (1.3), ее можно 
понихмать как определение условной вероятности, под¬ 
разумевая, что вероятность условия Р{А) больше нуля. 
Если мы будем рассматривать условные вероятно¬ 
сти различных событий при одном и том же условии 
С, то можем выбрать новое пространство элементар¬ 
ных исходов — исходы, составляющие событие С, а 
вместо события В рассматривать событие СВ. Нужно 
только все вероятности умножить на один и тот же мно¬ 


житель 


1 

Р[С] 


, чтобы сделать суммарную вероятность всех 


элементарных исходов равной 1. Поэтому для условных 


вероятностей справедливы такие же соотношения, как 
и для безусловных. В частности, теорема сложения [см. 
формулу (1.1)] приобретает вид: 


Р{А + В!С) = Р {Л/С} + Р {ВІС} - Р {АВІС}. (1.4) 


Формулу (1.3) можно переписать так: 


Р{АВ} = Р{А}Р{ВІА}, (1.5) 

Это есть теорема умножения вероятностей. События 
А и В можно поменять местами, если Р{В} тоже от¬ 
лична от нуля. Получим 

Р{АВ}=Р{В}Р{А/В}, 


— Еще одна теорема? — спросила Галя. — Такая 
простая? 

— Что значит простая? — переспросил Александр 
Андреевич. 

— Ну как же, — объяснила Галя. — Взяли опре¬ 
деление, переписали его по-другому и получили теоре¬ 
му. Хорошо бы все теоремы так доказывались. 
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— Нет, здесь не все так просто, — улыбнулся Алек¬ 
сандр Андреевич. — Ведь прежде чем получить опреде¬ 
ление условной вероятности, мы вывели формулу (1.3) 
для случая равновозможных исходов, т. е. фактически 
доказали для этого случая теорему умножения вероят¬ 
ностей, а потом по определению обобщили ее на случай 
произвольных пространств элементарных исходов. 

Давайте теперь напишем теорему умножения для 
трех событий, т. е. выведем формулу для Р{АВС}. 

Обозначим сначала событие ВС через В'. Тогда по 
формуле (1.5) мы получим: 

Р {АВС} = Р {АВ'} = Р [В'} Р {А!В'} = Р {ВС} Р{АІВС}. 
По той же формуле можно получить 

Р{ВС}=Р{С}Р{В/С}, 

поэтому 

Р {АВС} = Р{С}Р {В/С) Р {А/ВС}. (1.6) 

Теперь вы легко напишите нужную формулу для 
произведения любого числа событий. 

— Конечно, — кивнула Галя, — например, 

Р {АВС О} = Р{0}Р {СЮ} Р {В! СО} Р {А/ВС О}. 

— Правильно, — подтвердил Александр Андреевич. 
— А сейчас мы получим одну из основных формул в 
теории вероятностей. Пусть события Ві, В^,..., Вп обра¬ 
зуют произвольную полную группу попарно несовмест¬ 
ных, т. е. в сумме дают достоверное событие. 

(События Вк могут быть, например, всеми элемен¬ 
тарными исходами.) Если теперь А — любое событие, 

го 

АВ\ АВ^^ ...’\‘АВп = А {В\ = АО = Л > 
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и все эти события АВі, АВ-і, ... , АВп попарно несов¬ 
местны. 

Так, например, АВуАВ 2 = АВ 1 В 2 . но ВіВ 2 = Ѵ , по¬ 
этому 

АВ^В2 = АѴ==Ѵ. 

Значит 

Р{А} = Р {АВ,} + Р {АВ 2 } + ... + Я (ЛЯ4. 


Воспользовавшись в каждом слагаемом формулой 
(1.5), приходим к формуле полной вероятности 


Р{А} = Р {В,} Р {А/В,} + Р {В2} Р {А/В2} + ... 

... +Р{Вп} Р{А/Вп}. ( 1 . 7 ) 


Эту формулу обычно применяют тогда, когда услов¬ 
ные вероятности Р{АІВ]і) определить легче, чем веро¬ 
ятность Р{А}. 

Если события Ві, В 2 ,..., Вп интерпретировать как 
взаимоисключающие гипотезы, одна из которых обяза¬ 
тельно верна, то формула (1.7) представляет собой раз¬ 
ложение произвольного события А по этим гипотезам. 

Поскольку 


Р{В/А} = 


Р [АВ] _Р{В] Р [АІВ] 
Р{А} — Р{А] 




получаем формулу для любого Ви.(к — \, 2,...), 


Р {В,/А} = 


Р{В„}Р{АІВ^} 

Р[Вх)Р {А/Ві} + . .. +Р{Вп} Р {АІВ„} 


( 1 . 8 ) 


Это так называемая формула Байеса для вероятно¬ 
стей гипотез. Она позволяет оценивать вероятность каж¬ 
дой из взаимоисключающих гипотез, если известен ре¬ 
зультат эксперимента (произошло событие А), 
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Давайте снова рассмотрим задачу с бракованными 
деталями. 

Как вы помните» событие А заключается в том, что 
выбранная деталь бракованная. Гипотеза Ві состоит в 
том, что выбранную деталь делал мастер, а В 2 — уче¬ 
ник (здесь В 2 = В\). 

Тогда нам известны Р {5і} = 4^ = Р {В^} = 

100 1 п г л / о 1 5 1 

= ^ = ^ Р{А/В,) = -щ- = ^ и 

Р{АІВ,} = ^. 

Мы хотим определить Р [Ві/А]. По формуле Байеса 
получаем 


Р{В,ІА} 


Р(Ві)Р{АіВі) 

Р {В,) Р (Л/Ві) + Р (Вг) Р {Л/Вг} 


1 1 

_ 2 ■ 20 _ 5 _ 1 

“ 1 1 1 1 ~ 25 — 5 

2 ■ 20 + 2 ’ 5 


Если мы захотим узнать Р{В 2 ІА}, то можем опять 
использовать формулу Байеса. Но можСхМ воспользо¬ 
ваться и формулой (1.4): 

Р {В, + В 2 /А} = Р [В, ІА) + Р [В 2 ІА] - Р [В,В2/А}. 
Так как Ві-\-В 2 —Ѵ, а ВіВ 2 =Ѵ, то 

Р {{В,+В,)/А} = Р {и/А) = ^ = 1; 

Р {В, X В,ІА} = Р {Ѵ/А} = 4^^ = = О 

и Р{В^/А] = 1-Р{В,ІА} = ^. 
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— Интересно, — спросил Стрелкин, — вот у нас 
было 

^ Р{Ві/А} = ^ 
и Р{В^/А}=^ , 

т. е. Р {В,ІА\ < Р [В,}, а Р {^гМ) > Р [В^]. 

А разве может оказаться так, что условная вероят¬ 
ность будет равна безусловной? Насколько я помню, 
мы об этом не говорили. 

— Может. Вернемся к примеру с ремонтными брига¬ 
дами. Пусть событие А состоит в том, что электрики 
работают на втором электровозе, а В — механики ра¬ 
ботают на первом. 

Тогда 

Р{Л)=4- и />М/В|=4і^ = .^=-1-. 

3 

— Да, но здесь особый случай, — возразил Стрел¬ 
кин. — Ведь мы тогда говорили, что бригады посыла¬ 
ются независимо друг от друга, поэтому так и долж¬ 
но было получиться. 

— Правильно, — сказал Александр Андреевич, — 
я специально взял этот случай. Вы сами пришли к вы¬ 
воду, что интуитивное представление о независимости 
двух событий должно выражаться в равенстве условной 
и безусловной вероятностей. 

Действительно, равенство Р{А/В}=Р{А} означает, 
что известие о том, что произошло событие В, на шан¬ 
сы появления события А не повлияло, т. е. событие А 
как бы не зависит от события В. Поэтому мы можем 
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дать точное математическое определение: 
не зависит от события В, если 


событие А 


Р1А/В} = Р{А}. (1.9) 

— А почему вы говорите, событие А не зависит от 
события В? — спросил Стрелкин. — Разве может 
быть так, что событие Л от В не зависит, а В от Л за¬ 
висит? 

— Давайте это проверим, — сказал Александр 
Андреевич. — Пусть выполняется соотношение (1.9). 
Нам нужно обязательно проверить, верно ли, что в этом 
случае выполняется равенство 

Я(В/Л)=Я{В). (1Л0) 


Но 

Р{В/А}=^^^ 


Р{В}РІА/В} 
Р [А] 


Р{В}Р{А}_ , , 

~Р{А} - і'®) 


Значит, если Л не зависит от В, то и В не зависит 
от Л. Поэтому можно говорить просто о независимости 
событий Л и В. Только надо помнить, что соотношение 
(1.9) имеет смысл, когда Р{В}=^ 0 , а ( 1 . 10 ) — когда 

Р{Л}#0 . 

Из сказанного следует, что вероятность произведе¬ 
ния двух независимых событий (в формулу (1.5) надо 
подставить вместо условной вероятности Р{ВІА} рав¬ 
ную ей величину Р{А}) равна 

Я{ЛВ}=Я{Л}Я{В1. 

— Интересно, — заметила Галя. — Выходит, незави¬ 
симые события не могут быть несовместными, ведь если 


40 



Р {Л} > о и Р {В} > о, то получается, что Р {АВ} > О, а 
если бы Л и 5 были несовместны, то было бы 

Р[АВ} = 0. 

— Стоило столько считать! — Борис снисходительно 
посмотрел на Галю.-—Итак ясно, что если события А и 
В несовместны и событие А произошло, событие В про¬ 
изойти не может и Я{5/Л} = 0. Если Р{В)>0, то, ко¬ 
нечно же, справедливо неравенство 

Р{ВІА}фР{В\. 

— Правильно, — одобрительно сказал Александр 
Андреевич. — Нельзя путать независимость и несовме¬ 
стность событий. Несовместность вообще не зависит от 
того, как введены вероятности на пространстве элемен¬ 
тарных исходов. 

— А как же быть, если у нас есть три независимых 
события? — спросил Стрелкин. — Для них теорема ум¬ 
ножения запишется так: 

Р [АВС} = Р[А]Р{В]Р{С]. (1.11) 

— Это не так ясно, как может показаться сразу, — 
возразил Александр Андреевич. — Во-первых, что вы 
имели в виду, когда говорили о трех независимых со¬ 
бытиях? 

— Как, что? — удивленно переспросил Стрелкин.— 
То же, что и раньше: событие А независимо от В и С 
и события В и С между собой независимы. 

— Вот оно что! — улыбнулся Александр Андрее¬ 
вич. — Под независимостью событий Л, В и С вы 
понимаете их попарную взаимную независимость. 
Так? 

— Так, — согласился Стрелкин. 
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— Ну что ж, давайте немного посчитаем, — сказал 
Александр Андреевич, и все поняли, что сейчас прои¬ 
зойдет что-то интересное. — Пусть на грузовую станцию 
прибыли четыре вагона. В одном из них находятся гру¬ 
зы, которые адресованы хозяйственному магазину, в 
другом — магазину сантехники, в третьем — складу 
запчастей для автомобилей, а в четвертом есть грузы, 
адресованные всем этим получателям. 

Представим себе, что ночью на станцию пробра¬ 
лись грабители, которые, естественно, желают украсть 
наиболее дефицитные товары. Но так как они не зна¬ 
ют, что в каком вагоне находится, они вскрывают пер¬ 
вый попавшийся вагон, наудачу. 

Рассмотрим события Л, В и С, состоящие в том, что 
в ограбленном вагоне оказались грузы, предназначен¬ 
ные соответственно хозяйственному магазину, магазину 
сантехники и складу запчастей. Каковы их вероятно¬ 
сти? 

— Такие вероятности мы уже много раз считали,— 
быстро сказал Борис. — Всего возможных исходов 4— 
по числу вагонов. Каждому из этих событий благо¬ 
приятны два — вагон с соответствующим товаром 

и смешанный. Значит, все эти события имеют одинако- 

1 

вые вероятности — по -у: 

Р{А]^Р\В]^Р{С}=^. 

— Очень хорошо, — ответил Александр Андреевич. 

— А теперь посчитаем вероятности событий АВ, 
АС, ВС, Ну-ка, Галя! 

— Событие АВ заключается з том, -іто в ограблен¬ 
ном вагоне были товары для хозяйственного магазина 
и для сантехники, — бодро начала Галя. — Это возмож¬ 
но только при элементарном исходе, если ограблен сме- 
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шанный вагон. Значит Р{Л5} = -^. И точно также 

Я(ЛС}-Я{5С}=Л • 

— Прекрасно! Так, зависимы события Л, В и С по¬ 
парно? 

— Независимы, — ответил Стрелкин. — Ведь, на¬ 
пример. 


РМ/С} = 4!^ = -І-=^ = Р(Л| 

2 


И также для остальных пар (А, В) и (В, С). 

— Значит, события Л, В и С попарно независимы. 
Согласны? — подвел итог Александр Андреевич. — 
А теперь возьмемся за событие ЛВС, которое состоит 
в том, что в ограбленном вагоне оказались товары для 
всех адресатов. Это опять-таки возможно лишь в одном 
случае, если ограблен смешанный вагон. 

И, значит, 

РІАВС} = ^. 


Вы согласны? 

— Да! — хором ответили остальные. 

-Но ведь Р(А} ХР{5} ХЯ{С}=-^Л-^ = 4'^ 

— С улыбкой сказал Александр Андреевич. 

— Как же так? — удивленно спросил Стрелкин. — 
Вот, видите, как я и говорил раньше, подгонять под от¬ 
вет приходится. 

— Что ж, давайте разбираться. Возьмем формулу 
(1.6), которая верна для любой тройки событий, и 
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заменим в ней Р{В/С} на Р{В}, что одно и то же, если 
события В и С независимы. Получим 

р {АВС} = Р{С}Р[В]Р [А/ВС). 

Чтобы вероятность произведения равнялась произ¬ 
ведению вероятностей, нужно, чтобы 

Р[А/ВС]=Р{А]. 

т. е. чтобы события А и ВС были независимы. 

— А разве это не выполняется автоматически, если 
А независимо с каждым из событий В и С в отдельно¬ 
сти? — спросил Стрелкин. 

— Как мы увидели в разобранном примере, это не 
так. Поэтому вводят еще одно определение независимо¬ 
сти многих событий в отличие от попарной независимо¬ 
сти. 

Три события Л, В и С называются независимыхми 
в совокупности, если, кроме попарной независимости, 
выполняется еще и соотношение (1.11). 

Вообще события Ль А 2 ,..., Ап называются независи¬ 
мыми в совокупности, если для любого набора к собы¬ 
тий из них вероятность произведения равна произведе¬ 
нию вероятностей: 


Р {А Аі^ 


. Л,,}=Я{Л,Л...Я(Л/,}, 
^ == 2, 3, ... , п. 


Это требование включает в себя при к=2 и попар¬ 
ную независимость. 

Таким образом, изучив достаточно подробно свойст¬ 
ва вероятностей, мы можем подойти к вопросу о пра¬ 
вильности задания вероятностей элементарных исходов. 
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Сначала вообразим, что мы проделали два экспери¬ 
мента. В первом может произойти событие А, а во вто¬ 
ром — В. И пусть нам известно, что вероятность появ¬ 
ления А в первом эксперименте равна рі, а вероят¬ 
ность появления В во втором — р 2 . 

Теперь рассмотрим новый эксперимент, состоящий 
в том, что оба эксперимента проводятся подряд, и ре¬ 
зультатом этого нового эксперимента является пара 
результатов составляющих экспериментов. Так, напри¬ 
мер, результатами являются такие события: 

{Л, 5}, {Л, 5}, {Л, В} и {Л, В}. 

Легко понять, что все эти четыре события образуют 
полную группу и могут рассматриваться как элементар¬ 
ные исходы нового эксперимента. Какие вероятности им 
присвоить? 

— Любые! — ответила Галя. — Только чтобы были 
положительными и в сумме давали единицу. 

— Ну нет, — не согласился Борис. —- Предположим, 

что мы присвоили вероятности так: Р {Л, В} = рц^^ 

Р {А, В} = рі 2 . Тогда, очевидно, событие {Л, 5} + {Л, 5} 
состоит в том, что в первом эксперименте произошло со¬ 
бытие Л, т. е. вероятность этого события должна быть 

равна рі, а так как {Л, В} и {Л, В} несовместны, то ве¬ 
роятность их суммы равна /7і2. 

Значит, должно быть Аі + А 2 = А* И точно так же, 
если _ 

Р {Ач В} = /?21’ ' Р {А, В) = /?22 » 
то _ 

Рп +Р 21 = Р [А. В)+Р {Л, В} = Р {В} = Р 2 \ 

Р2х + Р22^Р{А. В}+Р{А.В} = Р{А) = \- Рг\ 

Р\2 + Р 22 — Р {А, В) Р {А, В) = Р {В} =1 — /^2» 


45 



т. е. для четырех неизвестных рп, Рі 2 , рги Р 22 имеем че¬ 
тыре уравнения, ведь рі и р 2 нам заданы. Значит, есть 
только один возможный способ задания этих вероятно¬ 
стей. 

— Так ли это? — заметил Александр Андреевич.— 
Рассуждения, конечно, верные, но Боря слишком увлек¬ 
ся и в конце ошибся. Давайте еще раз выпишем эти 
четыре уравнения: 


Рп + Рп = Ръ 
Рп + Рп = Ръ 
Р2\ + Р22 = 1 — Рѵ 
Р \2 + Рі 2 — 1 Рі' 

Если учесть, что Ріі+Рі 2 +Р 2 і+Р 22 = 1, то третье 
уравнение легко получается из первого, а четвертое — 
из второго. 

Так что следует рассматривать только три основных 
уравнения: 

Р\\ + Р\2 — Ръ 
Рп + Р2і = Ръ 
Рп + Р\2 + Р'2\ + Р22 = 1 • 

Для ТОГО чтобы получить все четыре вероятности, 
достаточно задать одну — например, ри. 

Тогда 

Рі2 = Рі — Ріъ 
Р21 = Р2 — Ріъ 

Р22 = ^ — Рп {Р\ Рп) {Р2 — Рп) = 

= 1 + Аі - А - А- 
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А вот рп мы можем задать произвольно, лишь бы 
выполнялись ограничения: 

( 1 . 12 ) 


ип 




Рп>Рі+Р2— 1 . 

'— Меня заинтересовала одна деталь, — вступил 
в разговор Стрелкин. — Когда мы говорим о событии 
И, 5}, почему нельзя просто написать АВ? Ведь это 
событие состоит в том, что одновременно произошли со¬ 
бытия Л и В. Да ведь и раньше уже мы писали фор¬ 
мулу 


Л = {Л,В} + {Л, В}, 
правда, она у нас уже была в виде 

Л = ЛВ -Ь ЛВ 

и, кроме, того, ріі есть просто вероятность события 
ЛВ. 

■— Это не совсем так, — ответил Александр Андре¬ 
евич. — Дело в том, что события Л и В являются воз¬ 
можными результатами разных экспериментов и, строго 
говоря, запись, которую вы предлагаете, 

Л = {Л, В} + {Л, В} 

смысла не имеет. Чтобы придать ей смысл, рассмотрим 
наш составной эксперимент и через Ло обозначим со¬ 
бытие, состоящее в том, что в первом эксперименте 
произошло событие А, а во втором — что угодно; через 
Во обозначим соответственно событие, состоящее в том, 
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что в первом эксперименте произошло что угодно, а во 
втором — событие В, т. е. 


Ло = {Л,/7}, 5о = {/7,5}. 


Событие Ло есть результат нового составного экспе¬ 
римента, которое на самом деле есть событие А, насту¬ 
пившее в первом эксперименте. Мы как бы описали 
старые эксперименты с помощью нового. Тогда можно 
написать: 

(Л, В) = {Л^, и В) = {Л, В) = АоВо\ 

л, = {Л, Щ = {А, в + В} = {Л, В} + {Л, В}; 

А = Я{Л, ^}, /72 = Я {/7, 5}, Рп = Р{А, В} = Р{АоВоЬ 


Вернемся к заданию вероятности рц. 

Давайте в новом пространстве элементарных исхо¬ 
дов — в пространстве пар — вычислим Р{АІВ} или, 
как будет правильнее, — Р{Ао/Во}. Получим 

П ( л I Р ^ _ Р ^о) _ /^11 

р (Ло/воІ — -Г(В,) ~ — 

Если мы выберем ри так, чтобы 


т. е. 

Рп=РіР 2 (1-13) 

(условия (1.12) будут выполнены, так как 0^/7і, /72^ 1). 
Это будет означать, что события Ло и 5о независимы, т. е. 
появление Л в первом эксперименте и появление В во 
втором независимы. Можно проверить, что в этом случае 


48 



все остальные три пары событий {Л, В), {Л, В) и {А, В) 

независимы, т. е. независимы результаты первого и вто¬ 
рого экспериментов. Соответственно вероятности пар бу¬ 
дут вычисляться как произведения вероятностей. Напри¬ 
мер, 


Р{А, і5} = /?2і==/?2 —Аі = і»2— —Р\)Р2 = 

=рСа}р{В}. 

Аналогично можно поступать и в случае любого чи¬ 
сла экспериментов. 

Таким образо-м, мы можем говорить о независимых 
экспериментах. 

Если один и тот же эксперимент производится дваж¬ 
ды, то происходит повторное независимое испытание. Ес¬ 
ли элементарными исходами какого-либо эксперимента яв¬ 
ляются события Лі, Л 2 , ... , Ап, которые в одном испы¬ 
тании могут появиться с вероятностями /?!, р 2 , ... , Рп 
соответственно, то элементарными исходами эксперимента 
из N последовательных повторений являются всевозмож¬ 
ные наборы Ві, В 2 , ... , Вы, где каждое событие В к 
есть одно из Лі, Л 2 , ... , Ап- 

Поскольку на каждом из N мест может стоять любое 
из событий Аі {Вк = Аі означает, что при к-м испытании 
произошло событие Л^), то всего различных наборов бу- 

N 

дет п . 

Так как эти испытания были независимыми, следует 
вероятности элементарных событий — наборов зада¬ 
вать по формуле 


Р {Вх, В 2 , ... , Вы) = Р {Ві} ... Р {5уѵ}, 
где 

Р [Вк]=Р {Аі]= рі, если Вк=Аі. 
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Например, если мы бросаем игральный кубик три ра¬ 
за, естественно считать, что результат каждого бросания 
не зависит от результатов других бросаний. В каждом 
бросании имеются шесть равновозможных исходов (вы¬ 
падание одной из 6 граней). Тогда в трех бросаниях 
имеется 6^=216 исходов и все они будут равновозмож¬ 
ны, т. е. им необходимо приписать вероятность по 
1 1 1 __ 1 

б ■ б ‘ б “■ 216 ■ 

— Ну, хорошо, — сказал Борис. — Из такого опре¬ 
деления вероятностей элементарных исходов в экспери¬ 
менте из N испытаний следует, что любой элементар¬ 
ный исход, скажем, в первом испытании, независим с 
любым элементарным исходом во втором. Но, может 
быть, это не выполнено для составных событий, а ведь 
представление о независимости подразумевает незави¬ 
симость любых событий, происходящих в результате 
независимых испытаний? 


— Верно, — ответил Александр Андреевич. — Это 
действительно требует проверки, но сделать ее неслож¬ 
но и вы можете попробовать провести необходимые ма¬ 
тематические преобразования сами. 

Рассмотрим теперь эксперимент, в результате которо¬ 
го может произойти или не произойти некоторое собы¬ 
тие А. Как определить его вероятность? Повторим этот 
эксперимент N раз и подсчитаем, сколько раз произош¬ 
ло событие А. Пусть это будет кі^{А). Можно доказать, 

км (^) 

что величина -—, являющаяся частотой появления 


события Л, будет приближаться к Р {Л}, если увеличи¬ 
вать число испытаний N. Точнее, вероятность того собы¬ 


тия, что разность 


км (^) 
7Г~ 


-Р{А) 


будет отличаться от 


О на некоторую величину, стремится к О с ростом 7Ѵ, 
как бы мала эта величина ни была. Записывается это так: 
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для любого сколь угодно малого положительного чис¬ 
ла Е 


’уѴ 


N 


-Р{А} 


> е| О при N 


оо. 


(1.14) 


Это так называемый закон больших чисел для пос¬ 
ледовательности независимых испытаний. 

Можно даже оценить скорость убывания этой веро¬ 
ятности 

или, учитывая, что 0^Р{Л}^1 и, следовательно, 

Я{Л}(1-Я{Л})<^, 



можно написать 




N 


-РІА} 


> в < 


1 


4М е2 


(1.16) 


Формула (1.15) носит название неравенства Чебы¬ 
шева (частный случай). 

Теперь можно наметить путь для проверки правильно¬ 
сти введенных вероятностей элементарных исходов. Пусть, 

например, мы присвоили сооытию А вероятность Р = ^- 

Зададимся числом з > О, равным и сделаем, на¬ 

пример, Л^ = 25000Э испытаний. Пусть при этом событие 
А появилось к раз. Тогда по формуле (1.16) у нас 
должно быть 


Р 



< 


4- 


1 


10 000 


• 250 000 


1 

100 * 
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так как события, заключающиеся в том, что к удовлет- 

к к _ 1 

воряет неравенствам — р > или — /7 ^ 

взаимно дополнительны. Поэтому 
Р {250 000/7 - 2500 ^ й < 250 000/7 + 2500} ^ 1 - , 

т. е. Я{7500<й^12 500}^-^ . 

Значит, если оказалось, что к выходит за пределы от¬ 
резка (7 500, 12 500), например, получилось ^ = 20000, 
то это должно навести нас на мысль, что вероятность 
1 

/7 = - 2 ^ не совсем соответствует действительности, хотя, 

1 

конечно, это могло произойти с вероятностью -щ- • 

— А почему мы не можем сразу так вычислять ве¬ 
роятность? — спросил Борис. — Проведем много раз 
эксперимент, подсчитаем кN(А) и поделим его на N. 

— Можем, конечно, — ответил Александр Андреевич.— 
На практике часто так и поступают. Такое введение ве¬ 
роятности иногда называют статистическим или частот- 

{А) 

ным, так как величина —— выражает частоту появ¬ 
ления события А ъ N испытаниях. Запишем неравенство 
Чебышева иначе: 





1 

4е2 N 


,( 1 . 17 ) 


т. е. если в результате N испытаний событие А произош¬ 
ло кі^{А) раз, то мы с вероятностью по меньшей мере 
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, 1 

1 — ЗёПѵ' утверждать 

Р {А\ заключена в пределах 


что истинная вероятность 




N 


— е; 




N 




ЭТИ пределы называют доверительным интервалом, а ве¬ 
личину 1 — 4 е Т“ коэффициентом доверия. 

— Все это хорошо. — иронически отозвался Стрел- 
кин. — Но где взять время, чтобы проводить тысячи и 
миллионы испытаний? Кроме того, ведь есть экспери¬ 
менты, которые вообще можно провести ограниченное 
число раз, а иногда нельзя провести вовсе. Если, на¬ 
пример, мы интересуемся вероятностью разрушения 
оси вагона, не будем же мы разрушать тысячу вагон¬ 
ных осей для этого. 

— Нет, конечно, — улыбнулся Александр Андре¬ 
евич. — Здесь есть два ответа. Во-первых, закон боль¬ 
ших чисел и неравенство Чебышева — довольно гру¬ 
бый математический инструмент. На них мы проследи¬ 
ли лишь принципиальный подход к проблеме. Есть 
более точные теоремы. Об одной из них — центральной 
предельной теореме — мы еще будем говорить. Они 
позволяют при меньшем числе испытаний получать до¬ 
статочно точные результаты. Кроме того, нет необхо¬ 
димости проводить эксперименты в натуре. Иногда их 
можно моделировать на вычислительных машинах, а 
здесь уже мы можем дать себе волю и повторять мо¬ 
делирование, сколько потребуется. 

— Можно я вернусь немного назад? — спросил Бо¬ 
рис. — К повторным испытаниям. Пусть, например, 
Галя бросает монету, у которой вероятность выпадания 

герба или решетки по и у нее так получилось, что 

10 раз подряд выпал герб. Могло ведь так выйти? 

— Конечно, — ответил Александр Андреевич. — 
Хотя вероятность этого события невелика. 


б'З 



— Вот-вот. Вероятность этого события должна быть 

/ 1 \іо 

— нужно десять раз перемножить вероятность со¬ 
бытия Л. Ведь бросания монеты независимы. Если теперь 
Галя захочет бросить монету в одиннадцатый раз, то ве¬ 
роятность выпадания герба в этом бросании должна быть 

равна . Верно? 

— Верно, — подтвердил Александр Андреевич. 

— Но это значит, что у нее одиннадцать раз подряд 
выпадет герб, а вероятность такого события равна 

\ 2 I 2048 ' 

— В чем же дело? 

'— А дело в том, что вы. Боря, забыли все, о чем 
мы говорили раньше. Вы опять перепутали услов¬ 
ную и безусловную вероятности, — ответил Александр 

Андреевич. —(-у) —это вероятность того, что в один¬ 
надцати независимых одинаковых испытаниях событие 
(выпал герб) произойдет одиннадцать раз. А если вы 
посчитаете вероятность того, что герб выпал в один¬ 
надцатом испытании при условии, что он выпадал при 
каждом из первых десяти, то получите 

Р {герб в 11-м/герб при всех предыдущих 10} = 

І—Т 

Р(герб при всех одиннадцати} \ 2 / 

^ Р(герб при 10 первых} “ / 1 уо ’ 

\~} 

т. е. ту самую -у ==Р {герб в одном испытании}, что 

полностью согласуется с независимостью испытаний. 
Вернемся теперь к началу нашего разговора. 

Когда Боря собирался идти в кассу за билетами, он 
мог предположить, что встретит очередь. Но заранее 
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точно сказать, сколько там будет человек, он, конечно, 
не мог. Это число зависит от многих причин, среди ко¬ 
торых участвует и принятая им во внимание — то, что 
время отпусков еще не наступило. Но, видимо, другие 
причины оказали большее влияние. Число людей в оче¬ 
реди зависит от случая и принимает разные значения в 
зависимости от обстоятельств. 

Точно так же зависит от многих, не подлежащих 
точному учету обстоятельств, число вызовов, поступаю¬ 
щих на телефонный узел за определенный промежуток 
времени. 

Нас не удивляет, что пуля при стрельбе попадает 
не точно в центр мишени — слишком много причин 
влияет на ее траекторию. Заранее предсказать откло¬ 
нение от центра мы не можем — это тоже «случайная» 
величина. С такими величинами, которые под влиянием 
случайных обстоятельств способны принимать различ¬ 
ные значения, также имеет дело теория вероятностей. 

Собственно случайные величины и являются самыми 
важными объектами исследования этой науки. Это и 
не удивительно. Ведь почти все величины, окружаю¬ 
щие нас, в большей или меньшей степени являются 
случайными. Но чтобы все эти слова приобрели смысл, 
мы должны точно определить, что же это такое — 
«случайная» величина. 

Для задания случайной величины нужно, во-пер¬ 
вых, знать все значения, которые она может принимать. 
Число принимаемых случайной величиной значений 
может быть конечно или бесконечно. Эти значения мо¬ 
гут быть разделены интервалами (число людей в оче¬ 
реди за билетами может принимать только целые зна¬ 
чения) и заполнять целиком какой-нибудь промежуток, 
как, например, размеры рассеяния при стрельбе. Кроме 
того, нужно знать, с какими вероятностями случайная 
величина принимает свои значения. 
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— Как это так? ■— удивилась Галя. — Ведь вероят¬ 
ности мы приписывали событиям. 

— Что же, мы и здесь будем делать то же самое,— 
ответил Александр Андреевич. — Представьте себе, 
что у Вас есть величина выражающая длину оче¬ 
реди за билетами. Она может принимать любое значе¬ 
ние О, 1, 2,... 

— Ну не любое, — вставил Стрелкин. — Не может 
же, например, весь город стать в очередь. 

— Да, конечно, но трудно ограничить точно длину 
очереди. Поэтому пока будем считать возможными лю¬ 
бые значения. Теперь рассмотрим события Ео, Еі, ..., 

, состоящие в том, что длина очереди равна 
соответственно 0,1, ... , к, ... , т. е. Еіг = {^ = к}. Очевид¬ 
но, что все эти события попарно несовместны и хотя бы 
одно из них произойдет. Значит, их можно принять за 
пространство элементарных исходов и вводить на нем ве¬ 
роятности: р^і = Р {Ек} = Р {% = к), 

— Понятно, — сказал Борис. — Теперь факт, что оче¬ 
редь не может быть бесконечной, выразится в том, что, 
начиная с некоторого номера N. все события Емл-\ » 
Ем+ 2 '> ••• будут иметь нулевую вероятность. 

— Правильно, — подтвердил Александр Андреевич. — 
Возьмем теперь более сложный пример, скажем наш, с 
разрывом контактного провода. Примем за случайную ве¬ 
личину 7] расстояние от начала участка М до точки раз¬ 
рыва і. Тогда эта величина может принимать значения 
от о до /, где I равно длине участка ММ^. Как мы уже 
видели, здесь каждое значение принимается с вероятно¬ 
стью о, но можно определить вероятность того, напри¬ 
мер, что где При этом полу¬ 
чаем Я (а ^ 7] < 6} = . 

А нам на самом деле вовсе и не требуется знать ве¬ 
роятность того, что некая величина, которая может 
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принимать все значения 
в некотором интервале, 
приняла точно определен¬ 
ное значение. Ведь всег¬ 
да наши измерения свя¬ 
заны с погрешностью и 
достаточно знать вероят¬ 
ность того, что эта вели¬ 
чина приняла значение, 
отличающееся от задан¬ 
ного не больше, чем на допустимую погрешность, т. е. 
Р [с — 8^ 7] < с-\- 8}.Значит, вероятности вида Р{а^т]<: 
< Ъ) нас вполне устраивают. Заметим также, что 

{— оо < 7] < а} + ^ 'У] < &} = {— ^ < 'У] < ^} 

и так как события в левой части этого равенства несов¬ 
местны, 

Р {— ОО < 7] < &} = Я {— 00<7]<а}+Я{а^7]<&} 

или 

Р {а^уі^Ь} = Р {— оо < 7] < &} — Р {— оо < 7] < а), 

т. е. если мы будем при каждом х, заключенном между 
— оо и + 00 , знать величину 

(х) = Я {— оэ < 7] < х], 

то сможем вычислять и все требуемые нам вероятно¬ 
сти. Для нашего примера получаем 

' О при X ^ 0; 

Яя (х) = < при о ^ ^ 

^ 1 при х> I, 

График этой функции изображен на рис. І.З. 
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А теперь вернемся к примеру с очередью. Там мы 
тоже могли задавать не вероятности событий Ей, а 
функцию 


^Х) = Р{^<Х}, 

Событие {? < х} состоит, очевидно, в том, что оче¬ 
редь не длиннее х, т. е. {Е < х} = + ••• +^т, 

где /7?<х^А7г + 1 и, значит, 

Я {^ < х} = /7о + /^1 + ••• + /?т . 


Тогда 

Р{^ = к} = Р{^<к+\}-Р{^.<к} = Рф+ \)-Рф)^ 

т. е. и в случае, когда случайная величина принимает 
дискретные значения, нам достаточно знать функцию 
Е(х). Только она будет принимать постоянные значения 
на отрезках между значениями О, 1, 2,... 

При ЭТОМ длина очереди может оказаться и дроб¬ 
ной, например, принимать значения между 1,3 и 1,7, но 
вероятность этого события равна: 

Я {1,3 ^ е < 1,7} = (1,7) - (1,3) = 

= {Рй + Р\) — {Рй + Р\) = 0. 

Итак, для задания случайной величины I нужно за¬ 
дать функцию Рі{х) = Р < х). Эта функция называет¬ 
ся функцией распределения случайной величины 

— Значит, случайная величина — это функция? — 
спросила Галя. 

— Случайная величина — это величина, которая 
принимает некоторую совокупность значений с какими- 
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то вероятностями. Но задается случайная величина 
своей функцией распределения. 

Давайте посмотрим, какими свойствами обладает 
функция распределения. 

Во-первых, поскольку эта функция при каждом зна¬ 
чении аргумента есть вероятность, то ее значения за¬ 
ключены между О и 1. 

Во-вторых, эта функция не убывает, т. е. если 
Хі<:х 2 , то 

(Хі) ^ Рг {Хч)- 


Действительно, 

{^2) = Я (^ < хгз} = Я {^ < Хі} + Я {Хі ^ ^ < х^} = 

= (-^і) + Я{хі ^ ^ < Хз}, 

но так как Я {хі ^ ^ < Хз} ^ О, то [х^) ^ Р^ (Хі). 

Если мы теперь рассмотрим событие и будем 

увеличивать л:, то рано или поздно любое значение, ко¬ 
торое ^ может принять, попадет в промежуток значе¬ 
ний (— оо, х), т. е. событие при возрастании х 

будет приближаться к достоверному. Поэтому мы бу¬ 
дем требовать, чтобы функция 

Р^ (х) -> 1 при X -> + оо. 

По аналогичным причинам потребуем, чтобы 
при оо. Может оказаться, что при некотором Хі 

Р^ (Хі) = О или при некотором х^ Рі (хз) = 1. 

Тогда из неубывания функции распределения следует, 
что при всех X < Хі Рі{х) = 0 уі при всех х> Х 2 Рі (х)= 
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— в примере с обрывом контактного провода у нас 
так и было, — напомнила Галя. 

— Пусть теперь оказалось, что в точке Хо функция 
Р^іх) имеет разрыв (скачок), т. е. ее значения при 
приближении X к Хо слева и справа стремятся к раз¬ 
ным числам: 

при Хі->Хо слева 
и Рі {Х 2 ) -> Ь при Х 2 Хо справа. 


Поскольку при Хі < Х 2 Р^ (хі) < Рі (Хз), то число а не 
может быть больше Ь и так как они не равны, то а < &. 
Что же это значит? 

Рассмотрим разность Р'і{х 2 ) — Рі{хі), та^Хх<Хо<Х 2 - 
Эта разность равна вероятности события ^ ^ < х<^. 
При Хі-^Хо слева, а Х 2 -^Хо справа это событие стремит¬ 
ся к событию {? = л:о}*. 

Поэтому естественно считать, что 

Р {лгі < I < Хз} ^ я {^ = лго} 

при Хі Хо слева 
и Х 2 ->Хо справа 

Но Я {Хі ^I < Хз} = Рі (хз) — Рі, (Хі) — а 

при Хі^Хо слева 
и Хз->Хо справа. 


* Говорят, что последовательность событий ••• » 

каждое из которых содержится в предыдущем, «сходится» к событию 

с» с» 

А, если п А, где п обозначает произведение всех собы- 

п=\ Л5=г1 

ТИЙ Ац . 
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Значит, если функция (х) имеет в точке Хо раз¬ 
рыв и скачок, равный р, то элементарный исход 
{^=хо} принимает не нулевую, а именно равную вели¬ 
чине скачка р вероятность. Этот случай, если вы пом¬ 
ните, как раз и встретился нам в примере с очередью 
за билетами. 

Теперь надо решить еще один вопрос. Функция (х) 
должна быть задана при всех х. Какое же значение ей 
приписать в точке разрыва Ясно, что должно быть 
а ^ /^5 (хо) ^ Ь. Чтобы однозначно ответить на этот воп¬ 
рос, рассмотрим события 

{?<а:о}, {%< Х 2 }, 


где хі < Ха<Хч. 

Мы получим 

Рі. {Хй) — Рг (Хі) = Р (лгі < I < л:о}; 

Рі (Х2) — Рі (-^о) = Р ^ ^ < Х2} 


при Х 2 -> Хо справа событие {Хо ^ ^ < Х 2 } стремится к со¬ 
бытию {| = л:о}, а при л:і->-л:о слева событие 
стремится к событию, не содержащему ни одного эле¬ 
ментарного исхода {%=х}. Действительно, для любого 
х<с.Хо обязательно найдется Хі между Хо я х, п событие 
{|==л:} окажется как бы вне события {м ^ ^ < -^оіі ^ 
событие {| = л;о} не входит ни в какое из событий 

{Хі ^ -^о}' 


р^ (Х2) - р^ (Хо) -^Р{^ = Хо} = Ь~а 

и 
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а так как 


при Х2-^Хо справа, 

то нужно определить (а:о) = а . 

Это свойство называется непрерывностью слева, а 
на графике обозначается стрелкой, как показано на 
рис. 1.4. Итак, всякая функция распределения облада¬ 
ет следующими свойствами: 

1) Р^{х) не убывает; 

2) Г^{х)-^0 при х->—сх); 

Рі (х) 1 при X -> + оо; 

3) Р^ (х) непрерывна слева. 

Если в точке Хо Р^ (х) разрывна (это значит, что 

Рі, (х) (Хо + 0) > /="5 (Хо) 

при справа), то 

А (-^0 + 0) — /="5 (Хо) = Я {Ё = Хо} > 0. 

— А всякая ли такая функция есть функция рас¬ 
пределения какой-нибудь случайной величины? — спро¬ 
сил Борис. 

— Да, — ответил Александр Андреевич. — Для 
каждой функции с такими свойствами можно определить 
случайную величину так, чтобы ее функция распределе¬ 
ния совпадала с данной функцией. 

Итак, мы говорим, что ^ является случайной величи¬ 
ной, если можно вычислить вероятность каждого из со¬ 
бытий при всех числовых значениях х. 

— Можно, я перебью вас? — спросил Стрелкин. — Я 
хочу еще раз вернуться к при.меру с очередью. Пусть 
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Рис. 1.5 


случайная величина может принимать только значения 
О, 1, 2, ..., как длина очереди. Тогда числа ро, рі пол¬ 
ностью определяют эту длину очереди как случайную 
величину. Правильно? 

— Совершенно верно, — подтвердил Александр 
Андреевич. — Но и вероятности событий {длина очере¬ 
ди <х} также определяют эту величину. 

— Это я понял, — продолжил Стрелкин. — Но чис¬ 
ла как-то нагляднее, что ли. Вот скажем, две картинки 
(рис. 1.4 и 1.5). На первой нарисована функция 
распределения, а на второй только величины ро, рі,... 
именно в тех значениях х, которые наша величина при¬ 
нимает. Вторая картинка сразу подсказывает, что за¬ 
стать трех человек в очереди вероятнее, чем одного 
или двух. И хотя я понял, что функция распределения 
помогает описать одинаково и величины, которые при¬ 
нимают непрерывное множество значений и, как вы 
говорили, дискретные значения, мне кажется, что вто¬ 
рая картинка яснее. 

— Вы правы, — ответил Александр Андреевич. — 
И мы сейчас попробуем получить столь же наглядную 
картинку в случае непрерывного множества значений 
случайной величины. 

Давайте епте раз вернехмся к вашему второму ри¬ 
сунку и попробуем разобраться, в чем его «нагляд- 
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Рис. 1.6 

ность». Но сначала перерисуем его для общей дискрет¬ 
ной случайной величины. Пусть случайная величина 
^ принимает значения Хі, Х 2 , Хп^ и только их с ве¬ 
роятностями соответственно /?ь Р 2 , Рп- Тогда мы 
должны изобразить это таким образом, как показано 
на рис. 1.6. 

Этот рисунок можно понимать как график некото¬ 
рой функции от которая определена только при 
х=--(хіу Х 2 ,...), причем значение этой функции при л: = 
Хп равно вероятности того, что случайная величина 
^ принимает значение Хп, т. е. характеризует локаль¬ 
ное свойство этой величины. Поскольку в случае не¬ 
прерывного распределения вероятность каждого отдель¬ 
ного значения случайной величины равна нулю, чтобы 
построить такую же локальную характеристику, нам 
придется поступить несколько иначе. 

Попробуем применить уже использованный однаж¬ 
ды Борей прием. Пусть случайная величина ^ принима¬ 
ет непрерывное множество значений. Найдем характе¬ 
ристику этой величины при значениях, близких к чис¬ 
лу X, т. е. рассмотрим вероятность того, что величина 
^ приняла значения между л: и х+Ах, где Ах — малень¬ 
кое число. Мы уже знаем, что 

X ^ ^ < X + Ах) = Р^{х Ах) — Рі (х). (1.18 
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— Теперь нужно поделить эту разность на и пе¬ 
рейти к пределу при — вмешался Борис. — 

Мы получим производную функции (х). Она и бу¬ 


дет той функцией, которая нам нужна... 

— Постойте, постойте, — остановил его Стрел- 
кин. — Александр Андреевич, объясните, пожалуйста, 
это подробнее, если Борис прав. 

— Да-да, сейчас объясню. Тем более, что все не 
так просто, как говорит Боря. 

Наше равенство (1.18) можно понимать так, что на 
значения величины ^ между х и х Ах «приходится» 
вероятность (х + Ах) — (х). Если Ах очень мвло, 

то можно, очень грубо, конечно, себе представлять дело 
так, что на один исход приходится в среднем вероятность 


{х + ^х) — Р^ (х) 


Но это нужно понимать не как ве¬ 


роятность одного элементарного исхода, которая равна 
нулю, а как «плотность» вероятности в точке х анало¬ 
гично тому, как мы вводим понятие плотности вещества 
в точке, хотя масса точки равна нулю. 

Таким образом, действительно имеет смысл рассмат¬ 
ривать величину 


р^іх) 


р 

= Ііт - 


5 {х + ^x) — Р^ (х) 
Ал: 


(1.19) 


Предел, который здесь написан, в математике называ¬ 
ется производной функции Р^ (х) и обозначается через 

р'^ (х). В этом Борис прав. 

— Но разве всякая функция Р^ (х) имеет произ¬ 
водную? — спросила Галя. — Ведь функция распреде¬ 
ления может быть и разрывной, а мы знаем, что если у 
функции есть производная, то она обязательно непре¬ 
рывна. 
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— Да, это очень важный момент, — ответил матема¬ 
тик, — и здесь Боря уже проявил неосторожность. Дейст¬ 
вительно, если функция Р^{х) разрывна, а это означает, 
как мы выяснили, что Рі{х -рО)=\\ш Рі[х-\-[^х)'>РЛх), 

то в правой части формулы (1.19) при Ах>0 в числите¬ 
ле будет величина, не меньшая, чем Р^ (х + 0) ~ 
— и так как знаменатель уменьшается до нуля, 

написанный предел будет равен оо. 

Следовательно, чтобы функция (х) была опреде¬ 
лена в точке л:, необходимо, чтобы Рі (л:+0)— Р^ (х) = 
= 0. Значит величина % должна принимать значение х с 
вероятностью 0, так как Я = х} = (Іх: + 0) — 
(х). 

Конечно, этого еще не достаточно. Могут быть и 
непрерывные функции, не имеющие производной, но 
сейчас мы не будем обсуждать этот вопрос, который 
относится к математическому анализу. 

Пусть наша величина і такова, что ее функция рас¬ 
пределения Р^{х) имеет производную р^{х)=р'^{х) при 

каждом л:. Будем называть эту функцию (х) плотно¬ 
стью распределения и выясним, какой смысл имеет ее 
график. 

Во-первых, так как Р^ (х) монотонно не убывает, то 


Рі {х + Ах) — Р^ (х) 


> о при Ах > о, 
<<0 при Ах <0. 


Поэтому из (1.19) следует, что р=(х,)^0. Возьмем 
теперь две близкие точки х и х + Ах и будем считать, 
что между этими значениями функция Рі{х) принимает 
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одно и то же значение. Тогда площадь под кривой (х) 
между точками х м х будет приблизительно равна 

Рі (х) ^x ^ Рі{х-\- Ах) — (х) = Я {х ^ ^ < X + Ах}. 

Это локальное свойство справедливо, оказывается, в 
любом промежутке. А именно, площадь 8аъ под графи¬ 
ком плотности р^ (х) численно равна вероятности Р [а^ 

Для наших студентов я могу сказать, что это следу¬ 
ет из геометрического смысла определенного интеграла. 
Ведь если 


(х) =/7: (х) и рі{х^ непрерывна. 


то 

ь 

] рі (х) сіх = рс (Ь) — (а) = Р {а 

а 

а интеграл, стоящий слева, численно равен площади 8аь 
под кривой /7^(х). 

— Значит, если я нарисую график плотности такой, 
как на рис. 1.7, то я смогу сказать, что величина ^ при¬ 
нимает значение х' с большей вероятностью, чем х", 
Так? — спросил Стрел кин. 
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Рис. 1.8 

— Почти так. Дело в том, что в точности значение 
х'^ как и значение х”, величина ^ принимает с вероят¬ 
ностью О, но если вы скажете, что вероятность того, 
что ^ будет мало отличаться от х\ больше, чем вероят¬ 
ность того, что ^ будет мало отличаться от х", то буде¬ 
те абсолютно правы. 

— Вы сказали, что плотность всегда положитель¬ 
на, — сказала Галя. 

— Не положительна, а неотрицательна. Она может 
быть и нулем, — поправил Александр Андреевич. 

— Ну да, но из того, что вы говорили дальше, вид¬ 
но, что площадь под всем графиком плотности доллсна 
быть равна 1. Так? 

— Правильно, ведь если площадь под графиком 
между точками а и 6 равна = то при 

—оо, 6->-|-сх) мы получим, что вся площадь 5 = 
==Я{—оо<Ё<оо}=1. Эти два свойства— неотрицатель¬ 
ность плотности и то, что площадь под ее графиком рав¬ 
на 1, являются определяющими. Любая функция, обла¬ 
дающая этими свойствами, может быть плотностью 
распределения случайной величины. 

Итак, аналогом последовательности вероятностей 
значений дискретной случайной величины для непре¬ 
рывной служит плотность распределения. Следователь¬ 
но, всякая случайная величина полностью описывается 
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Рис. 1.9 


законом распределения, т. е. любым соотношением, уста¬ 
навливающим связь между возможными значениями 
случайной величины и соответствующими им вероятно¬ 
стями. Для дискретной случайной величины, как мы 
установили, такими законами являются: функция расп¬ 
ределения, последовательность вероятностей ее значе¬ 
ний или ряд распределения. Соответственно для непре¬ 
рывной случайной величины — функция распределения 
и плотность распределения. 

А сейчас, чтобы вы лучше поняли, я приведу не¬ 
сколько наиболее часто встречающихся в практике рас¬ 
пределений. Думаю, что их будет полезно запомнить. 

Дискретные распределения 

1. Биноминальное распределение (параметры: на¬ 
туральное число п и число р: 0<р<\). Случайная ве¬ 
личина принимает значения 0,1, ... , Аг и вероятность того, 

что она примет значение к, равна рв{к)= щ - X 

X (1, где Аг! = 1 х2х... ХАг, 0!=1 по определе¬ 
нию (рис. 1.8). 

2. Пуассоновское распределение (параметр — число 
Л>0). Случайная величина принимает значения 0, 1, 
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о а Ь X 

Рис. 1.10 



Рис. 1.12 


2,..., и вероятность того, 
что она примет значение 
к, равна 

Рр{к) = -^е 

где е — основание нату¬ 
ральных логарифмов, 
6=2,718281828... 

(рис. 1.9). 

Непрерывные 

распределен ия 

3. Равномерное рас¬ 
пределение на отрезке 
[а. Ь]. 

Плотность задается 
функцией 

( 1 , если а< 

Ра{х) = \ь—а <х<Ъ] 

[о в остальных 
случаях. 

График функции при¬ 
веден на рис. 1.10. 

4. Нормальное рас¬ 
пределение или распре¬ 
деление Гаусса с число¬ 
выми параметрами а и 
а>0 (рис. 1.11). 

Плотность задается 
функцией 

(х-а у- 
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5. Экспоненциальное или показательное распределе¬ 
ние (параметр Х>0). 

Плотность задается функцией (рис. 1.12): 



при X < О 
при X ^ 0. 


— Ну хорошо, — сказал Стрелкин, — мы уже по¬ 
няли, что случайную величину нужно характеризовать 
функцией распределения или набором вероятностей ее 
значений, или плотностью распределения. Но ведь в 
повседневной жизни мы то и дело говорим, что та или 
иная величина равна в среднем тому-то. Например, о 
той же очереди, которая есть величина случайная, мы 
говорим примерно так: «обычно в кассу очередь чело¬ 
век 10—15». Как это можно получить из всей той ма¬ 
тематики, о которой вы нам рассказали? 

— Как раз самое время заняться различными ха¬ 
рактеристиками случайной величины. Обратимся к 
примеру. Что вы имеете в виду, говоря, что в среднем 
очередь составляет, скажем, 12 человек? — спросил 
Александр Андреевич Стрелкина. 

— Это значит, что очередь может быть разной дли¬ 
ны, и я как-то оценил возможность встретить эти раз¬ 
личные случаи, например, я считаю, что у меня есть 20 
шансов из 100 застать очередь в 8 человек, 20 шансов— 
10 человек, по 30 шансов — 12 или 16 человек. Тогда я 
считаю, что в среднем я застану очередь 


8*20 + 10.20 + 12*30+ 16.30 

100 


= 12 человек. 


— Очень хорошо. Давайте теперь заменим ваши 
оценки вероятностями. Пусть случайная величина 
принимает дискретное множество значений Х\, Х 2 , ...» л^п,*** 
с вероятностями/?!, р 2 , /?п,... соответственно. 
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Тогда средним значением этой случайной величины 
естественно называть сумму 


^\Р\ “Ь Л' Рп ‘ 


( 1 . 20 ) 


Это число называется математическим ожиданием 
величины и обозначается 

— Да, — возмущенно сказала Галя,—но если, например, 
наша величина принимает значения 1, 2, 4, ... , 2^, ... с 


вероятностями 


1 1 
2 ’ 4 ’ 


1 

2/^+1 


то такая сумма 


1 "^ + 2+ 2'^ 


1 

2/г + 1 





+ ... равна СХ5. 

— Что же делать, — вздохнул Александр Андреевич.— 
Нам придется считаться с тем, что некоторые величины 
имеют бесконечно большие математические ожидания. 
Более того, некоторые величины могут и вовсе не иметь 
математического ожидания. Например, пусть случайная 
величина принимает значения —1, 2, —3, 4, —5, ... , 

... с вероятностями ..., где р> 


>0, подобрано так, чтобы /? + -^ + -^+...+ ^ + 

+ ... = 1 . 

Тогда, если мы будем вычислять сумму (1.20) так: 


1 'Р + 2 * 1 ^— + (— 1 )^ 


— ~ ^-З" +•••» 

то мы получим число — р1п2, а если так: 
— \ 'Р - 3 *-^ 4 " 2 *-^ + 4 *-^ 5*-^—7 


^ +6--^ 
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то получим другое число. Какое же взять за математи¬ 
ческое ожидание? 

— Но, если, например, Хп и Рп такие, что 

I ->^1 I Рі+ I -^2 I Р2 + ••• I I Рп+ ... < оо, (1.21) 

т. е. конечное число, то сумма (1.20) не зависит то того, 
в каком порядке брать слагаемые, — сказал Боря. 

— Прекрасно! — воскликнул Александр Андрее¬ 
вич. — Действительно, с бесконечными суммами, или 
как их называют, рядами, нужно обходиться очень осто¬ 
рожно. В частности, нельзя, как в случае конечного 
числа слагаемых, менять их местами. Но если выполне¬ 
но условие (1.21), то все операции переносятся и на 
случай бесконечного числа слагаемых. Поэтому мы бу¬ 
дем говорить, что дискретная случайная величина д 
имеет математическое ожидание, равное сумме (1.20), 
если выполнено условие (Ь21). 

'— А если случайная величина принимает только 
значения нуль и единицу, то чему тогда равно ее мате¬ 
матическое ожидание? — спросила Галя. 

— Тогда по формуле (1.20) 


М (?)= ХіРі + Х 2 Р 2 =ІРі + 0р2 = Рі, 

т. е. равно вероятности того, что случайная величина 
равна единице. 

— Но нам известно уже, случайная величина может 
быть и непрерывной, — вставил Борис. 

— В этом случае она имеет плотность/?^ (х), а ее 
математическим ожиданием согласно (1.20) будет 
выражение 


оо 

Мі— ^хр^(х)с1х, (1-22) 

— оо 
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если для плотности (х) выполнено условие, анало¬ 
гичное (1.21) 

I I л: I р^{х)с1х < С50. (1.23) 

— оо 

Теперь вспомним, что, говоря о длине очереди, наш 
уважаемый железнодорожник назвал не одно число, а 
некоторый интервал. 

Верно? 

— Да, — согласился Стрелкин, — я сказал, что сред¬ 
няя очередь не 12, а 10—15 человек, но я имел в виду, 
что на самом деле могут быть отклонения от среднего 
значения —^ 12 и наиболее вероятны отклонения не боль¬ 
ше, чем на 3 человека, т. е. от 12—3 до 12+3, ну, вме¬ 
сто 9 я назвал 10. 

— Что ж, это тоже характеристика случайной вели¬ 
чины — среднее отклонение от среднего значения. 

Как ее описать? Итак, у нас есть величина ё и ее 
среднее значение Мл- Тогда величину отклонения ё от 
среднего значения можно записать как [ ё — М\ | . Абсо¬ 
лютное значение берется потому, что ё может быть и 
больше и меньше УЧё, а нас интересуют только размеры 
отклонения, а не его знак. 

Поэтому среднее отклонение можно теперь записать 
как ЛІ|^ —Л1^|. 

В качестве характеристики отклонения величины ^ 
от М.\ чаще используют так называемую дисперсию ве¬ 
личины 5» которая определяется следующим образом: 

оі = уч (Ё - ІЩ\ 


При этом само отклонение от среднего значения оп¬ 
ределяют величиной называемой средним квадра¬ 
тическим отклонением. 
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Отсюда видно, что дисперсия — всегда неотрицатель¬ 
ная величина. Для дискретной случайной величины, 
принимающей значения Хп с вероятностями рі,..., рп, 
дисперсия равна сумме 


(Хі — М%У^Рі "1“ (^2 — {^п 




а для непрерывной величины с плотностью р^ {х) 


01=1 {х — М)^ рі (х) сіх. 

— оо 

Для тех распределений, которые я выписывал, мате¬ 
матическое ожидание и дисперсия выражаются через 
параметры следующим образом: 

1) биномиальное распределение 

Мів = пр, Оів = пр{1 — р)] 

2) пуассоновское распределение 


3) равномерное распределение 






а + Ь 



{Ь — ау 
12 


> 


4) нормальное распределение 

Муѵ = а, = 

5) экспоненциальное распределение 
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— Вы сказали, что дисперсия всегда неотрицатель¬ 
на, — заметил Стрелкин. — Но если она характеризует 
отклонения от среднего значения, то она, наверное, не 
может быть и нулевой. Ведь тогда это означало бы, что 
отклонения нет. 

— Совершенно верно, — согласился математик.— Дейст¬ 
вительно, равенство 01 = М{^ — Міу = 0 означает, что 
неотрицательная случайная величина {I — М^У имеет сред¬ 
нее значение О, а это возможно, только если она прини¬ 
мает положительные значения с вероятностью О, а значе¬ 
ние О с вероятностью 1, иначе сумма (1.20) или интеграл 
(1.22) были бы строго положительны. Значит Р {(^ — М'^у== 
= 0} = 1, но событие (^ — ЛГ^)2 = 0—то же самое, что и 
і — М^ = 0,т. е. Е = УИ^. Таким образом, если ^^ = 0, то 
р[% = МЦ=\, т. е. величина ^ с вероятностью 1 прини¬ 
мает только одно значение, равное УН?. Такой случай на¬ 
зывают вырожденным. Случайная величина, принимающая 
с вероятностью 1 одно значение, практически не являет¬ 
ся случайной. 

Для невырожденной случайной величины дисперсия 
всегда строго положительна. 

Пусть теперь у нас есть две случайные величины I и 
7/ с функциями распределения (х) и Р^ (х) соответст¬ 
венно. 

Пусть произошло событие {^ < х}. Что можно 
сказать о величине т]? 

— Из того, что нам пока задано, мы ничего сказать 
не можем, —ответил Борис. 

— Но вот нам стала известна функция двух пере¬ 
менных 

(•«. У) = Р {(= < Х) И (Ѵі < у)}, 

т. е. заданы вероятности совместного наступления собы¬ 
тий (с < х) и (т] < у). Такую функцию Рі,о{х,у) называ¬ 
ют совместной функцией распределения. Если она нам 



известна, то мы можем описывать взаимоотношение слу¬ 
чайных величин ^ и 7 ]. Например, мы можем вычислить 
вероятность события {т] < у}, если наступило событие 
{% < х}. Действительно, по определению условной вероят¬ 
ности 


Р {'П< уД < л:} = 


Р у) 

Я1|<дс} Р'г.(х) 


— Значит, нам нулшо знать не только Рі,,-п{х,у), но 
и (л:)? — спросила Галя. 

— Нет, Рч{х) можно найти, зная /^ 5 ,^(л:, у), — возра¬ 
зил Боря. — Ведь Д 5 {х) = Р {%<х} = Р {(I < х) Ц), где 
и — достоверное событие, например С/’ = {т] < с»}. Поэто- 
му /='5 (х) = Я {Д < л:)( 7 } < оо)} = оо). Подставив 

в функцию 7 ^ 5 ,у, (х, у) вместо у бесконечность, мы полу¬ 
чим (х). 

— Молодец, Боря, — похвалил Александр Андрее¬ 
вич, — только подставлять бесконечность в функцию не 
стоит. Просто нужно устремить у к4-оо, то есть по¬ 
требовать выполнения равенства 


д^(х) = Ііт Д 5 .„(х, у). 

У —>-со 


Точно так же 


Д 4 у) = 1 ітД 5 ,^(х, у). 

А“—>-сх> 


Заметим теперь, что если события {|< 1 х} и {ті<У} 
независимы, то 


{х, У) = Р {(^ < х:Хт] < у)} = Я {I < л:} Я {т] < у} = 

= (л:) Д„ (у). 


Если это равенство выполняется при всех х и у, т. е. 
если для любых х и у события {^< х} и {^^ < у} неза*- 
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висимы, то случайные величины ^ и т] называются неза¬ 
висимыми. 

Над случайными величинами можно совершать та¬ 
кие же действия, как и над обычными величинами — 
складывать, умножать, делить. При этом нужно уметь 
вычислять характеристики (в частности, математи¬ 
ческое ожидание и дисперсию) результатов этих дей¬ 
ствий. 

Оказывается, что математическое ожидание облада¬ 
ет следующими свойствами: 

математическое ожидание произведения произволь¬ 
ного числа с и случайной величины ^ равно произведе¬ 
нию этого числа на математическое ожидание случай¬ 
ной величины Ё 


М = сМ (^); 

математическое ожидание суммы двух случайных вели¬ 
чин ^ и Г] равно сумме математических ожиданий этих 
случайных величин 

7 }) = /ѴІ7]. 

Но не всегда соблюдается равенство 

Ма гі) = М(^)Мгі, (1.24) 

Пусть, например, ^ и т] одновременно принимают зна¬ 
чения 1 с вероятностью и ~ 1 с вероятностью Тог¬ 
да Ет] = 1 с вероятностью 1 и М (Ет]) = 1, в то время как 

= Мг} = 0. А вот если величины ^ и т] независимы, то 
равенство (1.24) справедливо. Правда, это равенство мо¬ 
жет выполняться и тогда, когда величины Е и т] зависи¬ 
мы. Пусть, например, ^ принимает значения 1 и — 1, и 
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7] —значения 0,1 и 2 с совместным распределением, опре¬ 
деляемым вероятностями 

я{1=1, .^ = 0} = Я{^=1,7,=1}=Я(|=1, -/2 = 2}=-Ь; 

Р{\=-\, уі=:1}=±; 

Я{|=-1, -/, = 0} = Я{1=-1, 7] = 2} = 0. 

Здесь ^ Г] принимает значения 1, 2, —1,0,—2 с веро- 

1111 ^ 

ятностями соответственно “б"» "у» "б”’0 следова¬ 

тельно, 

М і^гі) = 1 + 2У + (- 1)У+0. 4+ (- 2)-0 - 0. 

А так как 

Р($=1} = Я(|= 1, 72 = 0} + Я{|=1, 

■У] = 1} + Я {1= 1, 7] = 2}=-^+-^ + -^ = -2- 

и Я{^=-1}-=1 = ^ , 

то Л1|=(—1) --І —[-1 + -^ = 0 и равенство (1.24) вы¬ 
полняется. 

Но 

Я{1<0, 72< 1} = Я{^ = - 1, 7] = 0} = 0, 

Я{^<0} = Я{;=-1} = ^,Р{(7]< 1} = Я(72 = 0} = 4- 

и Я{^<0} Я{7]< 1} = і=5^0, 
т. е. величины ^ и г] не независимы. 
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Случайные величины, для которых справедливо ра¬ 
венство (1.24), называются некоррелированными. Те¬ 
перь мы можем написать закон больших чисел в бо¬ 
лее общем виде, чем (1.14). Если ^і, ^ 2 ѵ., — последо¬ 

вательность попарно независимых одинаково распреде¬ 
ленных случайных величин с математическим ожидани¬ 
ем М, то 



< в 


1 


при п-^оо для любого 8>0, т. е. среднее арифметичес¬ 
кое большого числа одинаково распределенных незави¬ 
симых случайных величин с большой вероятностью ма¬ 
ло отличается от математического олсидания. 

—Итак, — заключил Александр Андреевич, — мы позна¬ 
комились с некоторыми характеристиками случайных вели¬ 
чин. Следует лишь добавить, что не каждое из практи¬ 
чески осуществимых событий «достойно» называться 
случайным. Закон больших чисел утверждает, что 
событие Л, которое мы называем случайным и для кото¬ 
рого определена вероятность, долл<но обладать некото¬ 
рым свойством «устойчивости частот». Но не все собы¬ 
тия на практике обладают этим свойством. Некоторые 
события вообще могут не допускать даже мысленного 
повторения ситуации, в которой они могут проявиться. 
Но это уже вопросы, затрагивающие философскую сто¬ 
рону обоснования не только вероятностей, но и всей 
математики. 

Я хотел бы еще отметить один замечательный факт, 
относящийся к случайным величинам. 

Пусть у нас есть целая последовательность случай¬ 
ных величин ^ 1 , Іп, независимых и имеющих оди¬ 

наковую функцию распределения; 

т — их математическое ожидание, а — дисперсия 
каждой из этих случайных величин. 
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Рассмотрим случайную величину 


. +1п — 

''^п - 17 = • 

а уп 

Тогда 

= М (?1 4 “ ••• Н “ ^/2 — = О » 

а ул 

^ /) (?14" • • • “Ь ^/2 — {О^л 4“ • • • 4“ О^п) = 1 • 

/2 й 

Если /г достаточно велико, то распределение случай¬ 
ной величины г[п оказывается очень близко к нормаль¬ 
ному распределению с математическим ожиданием рав¬ 
ным О и дисперсией равной 1, т. е. имеющему плотность 

/ — ^ * 

І2к 

Этот факт носит название центральной предельной 
теоремы. Замечателен он тем, что распределение боль¬ 
шого числа слагаемых не зависит от распределения 
каждого из них. Именно поэтому нормальное распреде¬ 
ление так часто встречается в практических приложе¬ 
ниях. 

— Но я вижу, вы очень устали, — сказал Александр 
Андреевич, внимательно оглядев своих слушателей. — 
Сегодня мы, пожалуй, закончим. А завтра у нас новая 
тема. 




БЕСЕДА ВТОРАЯ 


Станем в очередь 

(Теория массового обслуживания) 



Утром Стрелкин пошел покупать газеты. Когда он 
добрался до киоска, там уже столпились пассажиры из 
соседних вагонов. Пришлось стать в очередь, хотя на 
успех рассчитывать было трудно — стоянка была корот¬ 
кой. Поезд тронулся, и Стрелкин по вагонам отправил¬ 
ся к своему купе. 

—• Сегодня мы без газет, — объявил он соседям. — 
Была большая очередь. 

— Ох, уж эти очереди, — вздохнула Галя, — в мага¬ 
зине— очередь, в кино — очередь, в парикмахерской — 
очередь. Как будто нельзя без них обойтись? 

— К сожалению, нельзя, — сказал Александр Анд¬ 
реевич. 

— Почему? Поставить в магазине пять касс вместо 
одной — вот и нет очереди. 

— Да, но тогда у магазина могут быть большие 
убытки. Уменьшить очереди можно, кое-где их действи¬ 
тельно можно ликвидировать, но сделать так, чтобы оче¬ 
редей вообще не было, нельзя. Заметьте, что стоят в оче¬ 
редях не только люди: стоят корабли перед разгрузкой, 
письма перед сортировкой, даже дома, которые нужно 
отремонтировать. Очереди встречаются гораздо чаще, 
чем вы можете представить, и в самых неожиданных 
местах. 

— Неужели и этим занимается математика? 

— Да. Есть даже раздел теории вероятностей, кото¬ 
рый так и называется — теория очередей, или теория 
массового обслуживания. 

— Для чего? — удивился Стрелкин. — Ведь все 
очереди одинаковы, разве только одни короче, другие 
длиннее. 

— Ну что вы! Существует много различных типов 
очередей. Если хотите, я могу назвать некоторые из них. 

— Пожалуйста. Мы с удовольствием послушаем — 
тем более читать все равно нечего. 
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— Прежде всего, раз мы заговорили о теории мас¬ 
сового обслулсивания, позвольте мне воспользоваться 
некоторыми терминами. Первый из них — требова¬ 
ние (или заявка). Требования — это элементы, из ко¬ 
торых состоят очереди, — люди, пароходы, поезда, са¬ 
молеты. Требования стоят в очереди в ожидании обслу¬ 
живания. Что это такое, понятно — обслуживаются 
клиенты в парикмахерских, неисправные телевизоры в 
мастерских, поезда на станциях. Правда, в некоторых 
случаях применение этого термина может вызвать у вас 
улыбку: например, самолеты обслулсиваются зенитка¬ 
ми противника, банки обслулсиваются бандами граби¬ 
телей, которые в свою очередь обслуживаются полицей¬ 
скими. Впрочем ситуация «полицейские и воры» отно¬ 
сится скорее к теории игр. Обслуживание производится 
приборами (каналами). В наших примерах прибор— 
это парикмахер, радиомастер, сортировочная горка на 
станции,зенитка, банда воров. 

Требования, поступающие в систему, образуют вхо¬ 
дящий поток требований. Требования, покидающие 
систему, — выходящий поток. Для систем, в кото¬ 
рых некоторые требования по каким-то причинам не 
обслуживаются, различают выходящий поток обслулсен- 
ных требований и выходящий поток необслул<енных 
требований. 

Входящий поток требований, очередь, обслуживаю¬ 
щие приборы и выходящий поток составляют в совокуп¬ 
ности систему массового обслуживания. 

Теперь, когда мы вооружились некоторыми термина¬ 
ми, можно поговорить и о том, какие бывают очереди и 
системы. 

Прежде всего, системы массового обслуживания 
можно разделить на системы без очереди и си¬ 
стемы с очередью (рис. 2.1). Если в системе не бы¬ 
вает очереди, то возможны два варианта. Первый — 
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Рис. 2.1. 

ЭТО система с отказами — требование, застав все 
приборы занятыми, покидает систему необслуженным. 
Когда вы, набрав первые несколько цифр нужного вам 
номера телефона, слышите короткие гудки, это значит, 
что на АТС все линии связи заняты. Вы получили от¬ 
каз. Второй вариант — система без отказов — с 
неограниченным числом приборов. В жизни таких си¬ 
стем, конечно, не бывает, однако, когда число приборов 
намного больше возможного числа требований, удобно 
считать число приборов бесконечным. Примером может 
служить та же АТС в ночное время. Поток телефонных 
вызовов ночью невелик, и на АТС всегда найдется сво¬ 
бодная линия для вашего разговора. 

Системы с очередью, или с ожиданием, тоже можно 
разбить на две группы: системы с неограничен¬ 
ной очередью и системы с ограниченной 
очередью. В первом случае требование, попав в систе¬ 
му, не выйдет из нее необслуженным вне зависимости от 
того, в каком состоянии оно застало систему и сколько 
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ему придется ожидать в очереди. Например, мы с вами 
только что проехали мимо грузовой станции — все ва¬ 
гоны, которые мы видели, будут стоять в очереди, пока 
их не разгрузят. Во втором случае требование может 
уйти из системы необслуженным. Ограничения здесь бы¬ 
вают, как правило, либо по длине очереди (ограничен¬ 
ное число мест), либо по времени ожидания (очередь с 
нетерпеливыми клиентами). Примером системы с огра¬ 
ниченной длиной очереди может быть управляющая вы¬ 
числительная машина, в которую поступают сообщения 
о состоянии некоторого объекта. Так как буферное запо¬ 
минающее устройство имеет ограниченную емкость, в 
случае отсутствия в нем свободных ячеек вновь посту¬ 
пающие сообщения теряются. К очередям с нетерпели¬ 
выми клиентами относятся, по сути дела, все большие 
очереди, в которых нам приходится стоять. Вы, навер¬ 
но, сами не раз уходили из очереди, устав ждать или 
когда спешили в другое место. Сегодня утром наш сосед 
попал именно в такую очередь, и, как вы знаете, оказал¬ 
ся нетерпеливым клиентом. 

— Будешь нетерпеливым, если не хочешь остаться 
в пижаме посреди чужого города, — отозвался Стрел- 
кин. 

— Надеюсь, вы теперь не скажете, что, все очереди 
одинаковы? Как видите, они существенно отличаются 
друг от друга, хотя то, о чем я рассказал, далеко не 
исчерпывает всего многообразия систем массового об¬ 
служивания. Есть и другие признаки, по которым их 
можно различать. 

— Какие? 

— Например, дисциплина обслуживания, 
т. е. порядок, в котором требования из очереди поступа¬ 
ют на обслуживание. В тех очередях, с которыми мы 
ежедневно сталкиваемся, требования обычно обслужи¬ 
ваются в порядке поступления. Однако может быть и 
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другой порадок — например, инверсионный — требова¬ 
ния обслуживаются в порядке, обратном порядку посту¬ 
пления, или случайный — требования выбираются из 
очереди случайным образом. Кроме того, важный класс 
составляют системы, в которые поступают требования с 
различными приоритетами. В таких системах требова¬ 
ния с более высоким приоритетом обслуживаются в 
первую очередь. Так, на телеграфе первыми посылают 
срочные телеграммы, через перекресток раньше других 
пропускают пожарные и санитарные машины, самолеты, 
идущие на посадку, имеют преимущество перед само¬ 
летами, готовящимися взлетать. 

Системы массового обслуживания различаются и по 
структуре обслуживающего устройства. Бывают систе¬ 
мы одноканальные — с одним прибором и много¬ 
канальные— с несколькими приборами. О теорети¬ 
ческом случае бесконечного числа приборов мы с вами 
уже говорили. Обслуживание может быть однофазо¬ 
вым и многофазовым, если требование после об¬ 
служивания на первой фазе поступает на вторую, перед 
которой тоже может быть очередь, и так далее. Напри¬ 
мер, многофазовым является обслуживание в магази¬ 
не — сначала вы выбиваете чек, потом получаете товар. 
Как правило, и там и там вам приходится стоять в оче¬ 
реди. Кстати, эта двухфазовая система часто бывает и 
многоканальной на одной или на обеих фазах: в мага¬ 
зине может быть несколько касс и (или) несколько про¬ 
давцов, отпускающих один товар. 

Несмотря на разнообразие систем обслуживания, 
любую, самую сложную из них, после достаточного 
изучения можно описать в терминах теории массового 
обслуживания и построить для нее вероятностную модель. 

— Но что это дает? — спросил Борис. — Ведь такие 
системы надо уметь не только описывать, но и оптими¬ 
зировать. 
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— Совершенно верно. И без теории массового обслу¬ 
живания оптимизация во многих случаях невозможна. 
Что лучше — поставить вторую кассу в магазине само¬ 
обслуживания или старую кассу заменить на новую, ра¬ 
ботающую в два раза быстрее? Результат, оказывается, 
совсем не один и тот же. 

Какие величины могут интересовать нас при анали¬ 
зе систем массового обслуживания? Средняя длина и 
дисперсия очереди, среднее время пребывания в систе¬ 
ме (или в очереди), среднее время занятости прибора. 
Для многоканальных систем, кроме того, среднее число 
одновременно работающих приборов и так далее. 

— Смотрите, сортировочная горка, — указал на ок¬ 
но Стрелкин. — Интересно, Александр Андреевич, а 
сортировочную горку, наверно, можно считать системой 
массового обслуживания? Ведь она производит обслу¬ 
живание — распускает составы. 

— Прекрасно! — обрадовался Александр Андрее¬ 
вич, — мы делаем успехи. Если вы расскажете, как ра¬ 
ботает сортировочная горка, мы попытаемся предста¬ 
вить ее как систему массового обслуживания. 

— Ну что ж, попробую. Поезда, которые должны 
быть расформированы, поступают в парк прибытия сор¬ 
тировочной станции. Когда подходит очередь какого-то 
состава, специальный локомотив, работающий в этом 
парке, подает его на путь надвига и толкает состав до 
тех пор, пока все вагоны не разбегутся с горки по сво¬ 
им путям в парке формирования. Вот и все. Наверно, 
это очень простая система массового обслуживания. 

— Не торопитесь. Иногда простые, на первый 
взгляд, системы оказываются не такими уж простыми. 
Что здесь является требованием, а что — обслуживаю¬ 
щим прибором? 

— Требования — это составы, а приборы — локомо¬ 
тивы. Локомотивов в парке прибытия может быть один 
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или два, поэтому система у нас получится одноканаль¬ 
ной или двухканальной. 

— Насчет требований вы правы, а вот относительно 
приборов я с вами не соглашусь. Ведь если бы локомо¬ 
тивов было не два, а десять, наверно, мало бы что из¬ 
менилось, и система не стала бы десятиканальной? 

— Да они только мешали бы друг другу! 

— Мне кажется, — продолжал Александр Андрее¬ 
вич, — что число приборов определяется не числом ло¬ 
комотивов. 

Сколько составов можно одновременно распускать 
на сортировочной горке? 

— Обычно один. 

— Следовательно, мы имеем дело с одноканальной 
системой массового обслуживания. Продолжительность 
обслуживания — это время роспуска состава. Эта вели¬ 
чина, конечно, случайна, она зависит от длины состава, 
скорости движения толкающего локомотива. 

— Александр Андреевич, — вмешалась Галя, — мне 
кажется, вы не совсем правы, когда говорите, что число 
локомотивов не имеет значения. Нас посылали на прак¬ 
тику на сортировочную станцию и мы видели, как рабо¬ 
тает горка. Двух локомотивов вполне достаточно для 
того, чтобы, пока один локомотив распускает состав, 
второй локомотив мог вернуться с горки в парк прибы¬ 
тия и приготовился толкать следующий состав, как 
только предыдущий будет распущен. Добавление новых 
локомотивов работы не ускорит и в этом отношении 
нет разницы между двумя и десятью ло'комотивами. Но 
вот разница в работе горок с одним и двумя локохмоти- 
вами есть, и немалая. — У меня есть предложение, — 
сказал Борис. — Надо считать фазу обслуживания двух¬ 
этапной: первый этап — это надвиг и роспуск состава, 
второй — возвращение локомотива в парк прибытия. 
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— превосходно, молодые люди! — воскликнул Алек¬ 
сандр Андреевич. — Вы, несомненно, правы. Итак, мы 
считаем горку однофазной одноканальной системой мас¬ 
сового обслуживания. 

— Кажется, мы чего-то не учли, и наша модель не 
соответствует действительности, — сказал Борис. — Я 
несколько раз наблюдал такую картину: путь надвига 
свободен, горочные локомотивы тоже свободны, в пар¬ 
ке имеются составы, а роспуск не начинается. Проис- 
хоідит задержка и иногда весьма значительная. А в 
нашей модели такой задержки не предусмотрено. В чем 
тут дело? 

— Это я вам могу объяснить, — сказал Стрелкин.^— 
Мы забыли про технический осмотр. Каждый поезд пос¬ 
ле поступления в парк прибытия обследуется бригадой 
технического осмотра, которая проверяет, все ли ваго¬ 
ны можно спускать с горки. 

— А сколько времени продолжается этот осмотр? — 
поинтересовался Александр Андреевич. 

— Это зависит от длины состава и технического 
состояния вагонов. Среднее время осмотра приблизи¬ 
тельно равно или немного больше среднего времени, 
приходящегося на расформирование одного состава на 
горке. 

— Сколько же таких бригад работает в парке при¬ 
бытия? 

— Одна или две, в зависимости от интенсивности 
поступления поездов на станцию. Каждый поезд осмат¬ 
ривает только одна бригада. Обычно бригада старается 
закончить осмотр состава к моменту, когда придет пора 
распускать его с горки, но бывает так, что этого сде¬ 
лать не удается, и тогда случается, что горка свободна, 
а состав распускать нельзя. 

— Это бывает, видимо, и тогда, — сказала Галя,— 
когда поезд приходит на станцию, а в это время 
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горка свободна и парк прибытия пуст. После по¬ 
явления поезда горка будет оставаться свободной до 
тех пор, пока не закончат осмотр прибывшего поезда. 

— Обратите внимание на то, — сказал Александр 
Андреевич, — что технический осмотр — это первая 
фаза обслуживания, которая предшествует второй фа¬ 
зе обслуживания — роспуску состава. 

— Странно, — удивилась Галя, — ведь составы, как 
будто, стоят в очереди на горку, а не на технический 
осмотр, стоит ли считать его отдельной фазой? 

— Вы, Галя, допускаете ошибку. Да, действитель¬ 
но поезда стоят в парке прибытия для того, чтобы их 
расформировали. Это — главная цель. Но технический 
осмотр — обязательное звено технологии обработки со¬ 
ставов и, следовательно, это такая же полноправная фа¬ 
за обслуживания, как и сам роспуск. С точки зрения 
теории массового обслуживания, требования — соста¬ 
вы — вначале стоят в очереди к первой фазе обслужи¬ 
вания — техническому осмотру (эта фаза одноканаль¬ 
ная или двухканальная), а после обслуживания на ней 
переходят в очередь ко второй фазе — роспуску (эта 
фаза одноканальная). В реальной системе состав после 
технического осмотра никуда не переходит, а остается 
на том же пути до момента роспуска. Все это и ввело 
вас, Галя, в заблуждение. Но теперь, калсется, меха¬ 
низм обслуживания нам ясен. Обратим внимание на 
очереди — их две: перед первой фазой и перед второй. 
Давайте сначала выясним характер очереди перед пер¬ 
вой фазой — техническим осмотром: она ограничена 
или нет? 

— Конечно, ограничена, — сказал Борис. — Огра¬ 
ничена по длине: количество требований не может пре¬ 
вышать числа путей в парке прибытия. Это ясно. 

— Не совсем. Вспомните: в системах с очередью, 
ограниченной по длине, требования, заставшие все 
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места в очереди занятыми, для системы теряются и об- 
слул^ены не будут. Что же бывает, когда поезд, пред¬ 
назначенный в расформирование на нашей станции, 
прибывает и застает все пути занятыми? Если наша си¬ 
стема имеет ограниченную по длине очередь перед пер¬ 
вой фазой, поезд будет для нашей станции потерян. Он 
что — направляется на другую сортировочную станцию? 

— Нет! — вмешался Стрелкин. — Этого никогда 
не бывает. Если поезд долл^ен быть расформирован на 
этой станции, то он на ней и будет расформирован. 

— Так что же с ним происходит? 

— Он ждет, но только на подходе — на предыду¬ 
щей станции, например. Как только в парке прибытия 
освободится путь, его сразу примут туда. 

— Ага, теперь понятно. Вы, Боря, тол<е смешали ре¬ 
альную систему с математической моделью. На стан¬ 
ции, в очереди к горке, можно увидеть, самое большое, 
столько поездов, сколько путей в парке прибытия; и вы 
решили, что очередь ограничена. На самом деле, оче¬ 
редь не ограничена, а места для ожидания — это парк 
прибытия плюс все возможные для ол^идания пути на 
соседних станциях. Теперь скажите, какой будет оче¬ 
редь ко второй фазе? 

- Ну уж тут-то очередь будет ограничена числом 
путей в парке прибытия, — ответил Борис. 

— На этот раз вы правы. Составов, прошедших 
первую фазу — технический осмотр, но не попавших 
на горку, может быть максимум столько, сколько пу¬ 
тей в парке прибытия. 

— А что будет происходить с первой фазой — ос¬ 
мотром — если произойдет как раз такой случай? — 
спросила Галя. 

— Эта фаза будет простаивать, хотя перед ней мо¬ 
жет быть очередь на соседних станциях, — ответил 
Стрелкин. 
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— Простой первой фазы при переполнении очереди 
ко второй фазе называется блокировкой, — заме¬ 
тил Александр Андреевич. 

— Итак, друзья, подведем итоги, — Александр 
Андреевич оглядел попутчиков. — Простая, на перщэій 
взгляд, задача оказалась весьма непростой. Имеются 
две фазы обслуживания. Первая фаза одно- или двух¬ 
канальная, вторая одноканальная. Очередь перед 
первой фазой не ограничена, перед второй ограничена. 
При переполнении второй очереди первая фаза блоки¬ 
руется. 

— А теперь, — продолжал Александр Андреевич, — 
если вы заинтересовались, давайте возьмем бумагу и 
рассмотрим некоторые вещи подробнее. Первое, что 
нужно знать в массовом обслуживании, что такое вхо¬ 
дящий поток требований. 

Интервалы, через которые требования поступают ^ 
систему, — случайные величины (в частном случае они 
могут быть постоянны: требования поступают через 
равные интервалы, образуя регулярный поток). 
Различные виды распределений длин этих интервалов 
и количества требований, одновременно поступающих в 
систему, порождают различные входящие потоки. Мы 
остановимся на некоторых потоках, которые встреча¬ 
ются наиболее часто. Для этого дадим сначала- неко¬ 
торые определения. 

Поток требований называется стационарным, 
если вероятность поступления определенного количест¬ 
ва требований за некоторый промежуток времени за¬ 
висит только от длины этого промежутка (и не зависит 
от того, где на временной оси мы выберем этот проме¬ 
жуток). В природе стационарных потоков не сущест¬ 
вует, но очень многие из них могут без особой погреш¬ 
ности считаться стационарными или имеют стационар¬ 
ные (опять-таки с известной долей приближения) уча- 
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стки. Поток пассажи¬ 
ров, желающих приоб¬ 
рести билет на поезд 
дальнего следования, 

днем и ночью не один и 
тот же (кассы работают 
круглосуточно). Однако 
между 10 и 14 часами 
этот поток, как правило, 
можно считать стацио¬ 
нарным. То же самое можно сказать и о потоке теле¬ 
фонных вызовов. Стационарный поток имеет постоян¬ 
ную интенсивность поступлений. (Интенсив¬ 
ность — это математическое ожидание числа требова¬ 
ний в единицу времени.) Мы будем говорить дальше 

только о стационарных потоках: во-первых, они очень 
часто встречаются (с той же оговоркой), а во- 
вторых, потому, что математический аппарат для сис¬ 
тем с такими потоками разработан наиболее подробно. 

Поток требований называется ординарным, ес¬ 
ли в любой момент времени может поступить только 
одно требование. Поток самолетов, взлетающих с аэ¬ 
родрома, ординарен, а вот поток взлетающих пассажи¬ 
ров неординарен, так как одновременно в самолете 
взлетает несколько пассажиров. Если в неординарном 
потоке одновременно поступает одно и то же количест¬ 
во требований, то поток очень легко свести к ординар¬ 
ному. Например, на грузовой пункт каждый раз посту¬ 
пает фиксированное число вагонов — 10. Если мы будем 
считать требованием не вагон, а подачу, поток превра¬ 
тится в ординарный. 

Поток требований называется потоком с огра¬ 
ниченным последействием, если интервалы 
между поступлениями требований составляют последо¬ 
вательность взаимно независимых случайных величин. 
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Это означает, что если какой-нибудь интервал оказал¬ 
ся особенно длинным или коротким, то это не скажется 
на длине других интервалов. Если такой поток стацио¬ 
нарен и ординарен, то мы будем называть его рекур¬ 
рентным потоком или потоком Пальма. 

Первый рекуррентный поток, который мы рассмот¬ 
рим, простейший или стационарный пуассо¬ 
новский поток. Функция распределения интерва¬ 
лов между требованиями этого потока: 

Р { 1)=1 (2.1) 


К называется параметром потока. 

Плотность распределения интервалов (рис. 2.2) по¬ 
лучается дифференцированием Р(і): 






при і'^0 
при ^ < 0. 


(2.2) 


Это уже известный нам показательный или экспонен¬ 
циальный закон распределения. 

Простейший поток занимает среди потоков такое же 
место, какое нормальный закон среди распределений. 
Так же, как при суммировании большого числа незави¬ 
симых случайных величин, получается распределение, 
близкое к нормальному, так и при наложении большо* 
го числа стационарных ординарных потоков получается 
поток, близкий к простейшему. 

— А сколько потоков должно наложиться, чтобы по¬ 
лучился простейший поток? — поинтересовался Борис. 

— Теоретически число суммируемых потоков долж¬ 
но быть бесконечным, при этом интенсивность каждого 
потока должна стремиться к нулю. Практически поток, 
получаемый суммированием пяти-шести независимых 
потоков с соизмеримыми интенсивностями, уже может 
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считаться простейшим. Чем больше потоков налагается, 
тем лучше приближение суммарного потока к простей¬ 
шему. Потоки автомобилей, подъезжающих к грузовой 
станции, потоки пассажиров, входящих в метро, потоки 
вызовов на телефонной станции близки к простейшим, 
так как составляющие их требования поступают из 
большого числа разных источников. 

Кстати, именно развитие теории телефонной связи и 
явилось толчком для создания теории массового обслу¬ 
живания. Первые исследования в этой области принад¬ 
лежат датскому математику Эрлангу и относятся к 
1909 г. Простейший поток исторически оказался, таким 
образом, первым исследованным потоком. 

Простейший поток удобен тем, что для систем мас¬ 
сового обслуживания с таким входящим потоком полу¬ 
чаются наиболее простые решения. Хотя это может по¬ 
казаться странным, получить решение для системы, на¬ 
пример, с регулярным входящим потоком труднее, чем 
для системы с простейшим потоком. 

Простейший поток обладает одним замечательным 
свойством, которое называется отсутствием пос¬ 
ле д е й ст в и я. Оно заключается в том, что время, остав¬ 
шееся до момента поступления нового требования, не 
зависит от того, сколько времени прошло после поступ¬ 
ления последнего требования. Пусть, например, в сис¬ 
тему поступает простейший поток со средним интерва¬ 
лом между требованиями 10 мин. После прихода оче¬ 
редного требования прошло 9 мин. Как вы думаете, 
Галя, через сколько минут (в среднем) придет новое 
требование? 

— Наверно, через одну минуту? 

— Нет! Средняя продолжительность оставшегося 
времени ожидания — 10 мин. Ну, а если случилось так, 
что с момента прихода последнего требования прошел 
час — когда придет новое требование? 
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— я уже знаю, как надо ответить, — сказал Бо¬ 
рис. — Среднее оставшееся время — опять-таки 10 мин. 
Но ведь это парадоксально! 

— Тем не менее, это странное свойство можно очень 
легко доказать. Действительно,— Александр Андреевич 
взял карандаш, — пусть после прихода последнего тре¬ 
бования прошло время а. Интервал между приходами 
последнего и ожидаемого требований — случайная ве¬ 
личина ^ с функцией распределения (2.1). Нужно найти 
— ас^І^^а} — вероятность того, что оставшееся до 
прихода новой заявки время окажется меньше і при ус¬ 
ловии, что весь интервал больше а. По формуле услов¬ 
ной вероятности, которая у нас уже была: 


И{К “ Р[%>а} 

Р[1<і + а]—Р[1<а} _ 

л 


Р{^>‘^] 


(і — е 


Ла 


= 1 _ = р (/), 


(2.3) 


так как 


Я ^ а} = 1 — Р {%< а) = (2.4) 

т. е. условная функция распределения времени, ос¬ 
тавшегося до прихода новой заявки, равна функции рас¬ 
пределения целого интервала между поступлениями 
требований. 

Из рекуррентных потоков (стационарных потоков с 
ограниченным последействием) отсутствие последейст¬ 
вия свойственно только простейшему потоку. Остальные 
потоки имеют ограниченное последействие. Эта ограни¬ 
ченность выражается в независимости длины интервала 
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между поступлениями требований от длины предыду¬ 
щих интервалов. 

— А почему простейший поток по-другому называ¬ 
ется стационарным пуассоновским потоком? — спросила 
Галя. 

— Дело вот в чем. Мы задали простейший поток 
функцией распределения интервалов между поступле¬ 
ниями требований. Существует другой способ определе¬ 
ния простейшего потока с помощью распределения ве¬ 
роятностей поступления определенного количества тре¬ 
бований в заданном промежутке времени. Оба эти спо¬ 
соба равноправны, из одного следует другой. 

Действительно, по индукции можно доказать, что 
если функция распределения интервалов между поступ¬ 
лениями требований в потоке имеет вид (2.1), то число 
требований, поступивших за промежуток времени і, 
распределено по закону Пуассона (поэтому простейший 
поток называется по-другому стационарным пуассонов¬ 
ским) : 

Ріг {і) = (2.5) 

где (/^) — вероятность того, что за промежуток време¬ 
ни і поступит ровно к требований. Для всевозможных 
значений к получается семейство функций Рк{і) (^ = 0,1, 

2 , ...). 

Если простейший поток задан вторым способом, то 
нетрудно получить функцию распределения интервалов 
между поступлениями заявок. Пусть случайная величи¬ 
на ^ — длина интервалов между требованиями. Тогда 

Я (0 = Я {^ < о = 1 - ^ ^ (2.6) 

где — вероятность того, что величина интерва¬ 

ла между последним и ожидаемым требованиями больше 
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или равна і. Легко видеть, что она равнаРо(0* Действи¬ 
тельно, Ро(1) — это вероятность того, что за промежу¬ 
ток времени і не придет ни одного требования. Отличие 
между ними заключается лишь в том, что в первом слу¬ 
чае в начальном моменте интервала находится требо¬ 
вание, а во втором случае его может не быть. Но так 
как простейший поток не имеет последействия, располо¬ 
жение требований в предыдущие промежутки времени не 
имеет значения. В частности, может быть так, что пос¬ 
леднее требование из предыдущего промежутка нахо¬ 
дится в начальной точке рассматриваемого. Следова¬ 
тельно, 

= (2.7) 

и из (2.6) и (2.7) получаем (2.1). 

— Все ли рекуррентные потоки, как и простейший, 
можно задавать двумя разными способами? — спросил 
Борис. 

— Посмотрите на формулу (2.5). Из нее видно, что 
Рк{і) не зависит от того, как чередовались события за 
время, предшествующее промежутку времени і. В этом 
также выражается свойство отсутствия последействия. 
Для описания других потоков Пальма нужно как-то учи¬ 
тывать поведение потока до рассматриваемого проме¬ 
жутка времени. Это удается сделать с помощью введен¬ 
ных А. Я. Хинчиным функций, называемых функциями 
Пальма — Хинчина, которые аналогичны вероятнос¬ 
тям (2.5), но в отличие от них являются условными. Ус¬ 
ловие заключается в том, что в начальный момент рас¬ 
сматриваемого промежутка времени і пришло требова¬ 
ние (оно относится к предыдущему промежутку). 

— Александр Андреевич, — сказала Галя, — вы 
объяснили, почему простейший поток называется стаци¬ 
онарным пауссоновским. А что, есть и нестационарный 
пуассоновский поток? 
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— Есть. Его задают распределением числа требова¬ 
ний, поступивших за промежуток времени начало ко¬ 
торого — момент ^0-^ Это тоже распределение Пуассона 

= ( 2 . 8 ) 

но только интенсивность поступления 'к{і) здесь уже не 
постоянна, а изменяется во времени. Параметр Л—это 
математическое ожидание числа требований, поступив¬ 
ших за отрезок времени і, начало которого расположе¬ 
но в точке ^о-Л, следовательно, определяется так: 

Л = I X (т) йГт. 

I о 


Поток этот нестационарен и поэтому, конечно, не от¬ 
носится к рекуррентным. 

— Давайте вернемся к простейшему потоку, — про¬ 
должал Александр Андреевич, — и найдем для него ма¬ 
тематическое ожидание длины интервала Т между мо¬ 
ментами поступления требований простейшего потока. 

м[т\ = \і/{і)аі = 'к\ іе-^іаі= 

о о 


= — іе~^^ 


оо оо 


+ \ е'~^^ йі = 
о о 


1 

Г"' 


( 2 . 9 ) 


Интенсивность потока 



Следовательно, параметр 'к — это ничто иное, как 
интенсивность потока, и для того чтобы полностью за¬ 
дать простейший поток, достаточно задать его интен¬ 
сивность. 

Дисперсия длины интервала простейшего потока, как 

нетрудно убедиться, равна ІД^, а среднее квадратичес- 

1 

кое отклонение —. 

— Александр Андреевич, — попросила Галя, — рас¬ 
скажите, пожалуйста, о других рекуррентных потоках. 
Сколько их? 

— О, их очень много, — рассмеялся Александр Анд¬ 
реевич, — не пересчитать. Возьмите любую неотрица¬ 
тельную случайную величину и считайте ее функцию 
распределения функцией распределения интервалов ме¬ 
жду событиями какого-то рекуррентного потока. Сколь¬ 
ко таких распределений — столько и рекуррентных по¬ 
токов. Конечно, далеко не все из них имеют собственные 
названия, но о некоторых я могу рассказать. 

Мы упоминали уже регулярный поток (с фиксиро¬ 
ванными интервалами между моментами поступления 
требований). Он имеет жесткое последействие: если 
известно, когда пришла последняя заявка, то можно 
точно сказать, чему равно время ожидания следующей. 
В этом отношении регулярный поток противоположен 
простейшему, для которого такая информация не имеет 
значения. 

Иногда встречается нормальный поток — его интер¬ 
валы распределены по усеченному нормальному закону. 
Он определен только на положительной полуоси. Так 
как интервалы между требованиями не могут прини¬ 
мать отрицательных значений, нормальное распределе¬ 
ние имеет смысл применять, когда 


пг > За, 
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пг и а — математическое ожидание и среднее квадрати¬ 
ческое отклонение длины интервала (т. е. вероятность 
отрицательных значений практически равна нулю). 

Если а —^0, то нормальный поток вырождается в 
регулярный. 

Важное место среди рекуррентных потоков занимает 
семейство потоков Эрланга. Интервалы между момен¬ 
тами появления требований в потоке Эрланга к-го по¬ 
рядка (к может изменяться от 1 до оо) распределены 
как суммы к подынтервалов, распределенных по показа¬ 
тельному закону (2.1). Это значит, что если мы в прос¬ 
тейшем потоке оставим каждое й-е требование, а ос¬ 
тальные выбросим, то получим поток Эрланга ^-го по¬ 
рядка. 

На рис. 2.3 в простейшем потоке оставлено каждое 
третье требование, остальные выброшены. В результате 
получен поток Эрланга 3-го порядка. 

Плотность распределения интервалов между требо¬ 
ваниями в потоке Эрланга к-то порядка (т. е. плотность 
распределения закона Эрланга А-го порядка) — это ком¬ 
позиция к плотностей показательного распределе¬ 
ния (2.2). 

Она имеет вид: 

/40= -(1=^ при ^>0 (2.11) 

I О при і <0, 

где X — интенсивность простейшего потока. 

Если к=\, то выражение (2.11) превращается в 

( 2 . 2 ). 

Обратите внимание на любопытный факт, и мы по¬ 
лучаем удивительную закономерность: распределение 
Эрланга первого порядка — это показательное распре¬ 
деление, а поток Эрланга первого порядка — это про¬ 
стейший поток. 


102 




Рас. 2.3 

Математическое ожидание и дисперсия закона Эр¬ 
ланга ^-го порядка соответственно равны (по теореме 
сложений математических ожиданий и дисперсий): 

гпи — кі'к ( 2 . 12 ) 

и 

Оіг = кІ\\ (2.13) 

Как меняется распределение Эрланга при увеличе¬ 
нии й? Из (2.12) видно, что с увеличением порядка (ес¬ 
ли % не меняется) интервалы между требованиями уве¬ 
личиваются, а интенсивность просеянного (эрлангов- 
ского) потока уменьшается. 

Но что будет, если к увеличивается, а интенсивность 
эрланговского потока (и, следовательно, средняя длина 
интервалов между требованиями) не меняется? Оказы¬ 
вается, в этом случае при увеличении к распределение 
интервалов все больше приближается к усеченному нор¬ 
мальному (это хорошо видно на рис. 2.4). При к-^оо 
поток становится регулярным. Это можно увидеть из 
формулы (2.13), если подставить в нее полученную 
из (2.12): 


Ок = т\ік. 
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в случае к-^оо, О^-^О и интервалы между событи¬ 
ями потока превращаются в одинаковые отрезки вре¬ 
мени. Следовательно, степень последействия семейства 
распределения Эрланга изменяется от отсутствия пос¬ 
ледействия при ^=1 до жесткого последействия регуляр¬ 
ного потока при к—оо. 

Важным параметром потока является коэффици¬ 
ент вариации интервалов между моментами поступ¬ 
ления требований. Он определяется как отношение сред¬ 
него квадратического отклонения о к математическому 
ожиданию т длины интервала 


V = о/т. 


Для простейшего потока среднее квадратическое от¬ 
клонение равно математическому ожиданию длины ин¬ 
тервалов между поступлениями требований, поэтому 
коэффициент вариации ѵ=1. У всех других потоков, о 
которых мы говорили, коэффициент вариации меньше 
единицы. Например, у потока Эрланга к-то порядка 

ѵ = 1/Уй- В частности, эрланговский поток второго по¬ 
рядка имеет коэффициент вариации ѵ=0,71. Чем боль¬ 
ше порядок к, тем меньше коэффициент вариации. В 
предельном случае, при к —^оо получается регулярный, 
детерминированный поток, у которого, как видно, коэф- 
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фициент вариации равен нулю. Таким образом, коэффи¬ 
циент вариации — это параметр, характеризующий сте¬ 
пень неравномерности поступления требований. 

— А бывают потоки, у которых коэффициент вариа¬ 
ции больше единицы? 

— Бывают потоки со сколь угодно большими коэф¬ 
фициентами вариации. Но на практике мы почти всегда 
имеем дело с потоками, у которых коэффициенты вари¬ 
ации не превосходят единицы. Дело в том, что степень 
неравномерности потоков, которые мы обычно наблю¬ 
даем, как правило, не больше степени неравномерности 
простейшего потока. Потоки с коэффициентами вариа¬ 
ции больше единицы имеют очень высокую степень не¬ 
равномерности, которая увеличивается с ростом коэф¬ 
фициента вариации. Но поскольку это вас интересует, 
я приведу в качестве примера поток с гиперэкспоненци¬ 
альным распределением второго порядка интервалов 
между моментами поступления требований. Это распре¬ 
деление имеет плотность 

^//ч Г р'кі ^ + (1 — /^) ^2 ^ при 

^ ^ ^""10 при ^<0, 

где 0<<р<1. Такое распределение появляется, когда 
с вероятностью р берут случайную величину, распреде¬ 
ленную по показательному закону с параметром Яі, а с 
вероятностью (1— р) — случайную величину, распреде¬ 
ленную по показательному закону с параметром ^ 2 . 
Коэффициент вариации потока с таким распределением 
интервалов больше единицы. 

Теперь, познакомившись с тем, как требования при¬ 
бывают в систему, посмотрим, как происходит обслу¬ 
живание требований. 

Одна из важнейших характеристик, связанных с ра¬ 
ботой системы, — длительность обслуживания одного 
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требования (назовем ее интервалом обслужива¬ 
ния) — в общем случае — случайная величина. Мы 
будем предполагать (так же, как для входящих пото¬ 
ков), что интервалы обслуживания — взаимно незави¬ 
симые величины, распределенные по одному закону. 
Этот закон может быть показательным, эрланговским, 
усеченным нормальным (свойства этих распределений 
мы уже рассмотрели и все сказанное о них примени¬ 
тельно к интервалам входящего потока целиком отно¬ 
сится и к интервалам обслуживания) или каким-нибудь 
иным. Интервал обслуживания может быть и неслучаен, 
если время обслуживания одно и то же для всех требо¬ 
ваний. Постоянный интервал обслуживания имеет такая 
система обслуживания, как, например, фотоавтомат. 

Интересно, что показательное распределение интер¬ 
валов обслуживания встречается сравнительно реже, 
чем показательное распределение интервалов входяще¬ 
го потока. 

— Чем это объясняется? — поинтересовалась Галя. 

— Тем, что очень часто существует некоторый про¬ 
межуток времени, раньше которого обслуживание не 
может закончиться. Например, корабль в порту или 
вагон на грузовой станции не могут быть разгружены 
мгновенно, поезд не может быть мгновенно расформиро¬ 
ван. 

Из рис. 2.2 видно, что при показательном распреде¬ 
лении короткие интервалы имеют значительный вес, по¬ 
этому наложенное только что ограничение не позволяет 
распределению интервалов обслуживания быть показа¬ 
тельным. А вот телефонный разговор может быть сколь 
угодно коротким и распределение длительности раз¬ 
говоров хорошо описывается показательным законом. 
Иногда, хотя и реже, минимальный интервал бывает и 
у входящих потоков. Например, поток поездов, идущих 
в одном направлении, имеет такой интервал, и распре- 
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деление промежутков времени между поездами оказы¬ 
вается непоказательным. 

— Значит, поток поездов, поступающих на нашу сор¬ 
тировочную станцию, имеет минимальный интервал меж¬ 
ду моментами поступлений. Что же это за поток? — 
спросила Галя. 

— Вы не учли, что на сортировочную станцию посту¬ 
пают поезда с нескольких направлений, — сказал Стрел- 
кин, — хотя по каждому направлению имеется мини¬ 
мальный интервал, с разных направлений поезда могут 
прийти почти одновременно. 

— Здесь как раз происходит суммирование или на¬ 
ложение потоков, — сказал Александр Андреевич. 

— И наверно, в результате получается простейший 
поток? — спросил Стрелкин. 

— Не получается, — сказал Боря. — На лекциях 
нам говорили, что проводились исследования таких по¬ 
токов. Тогда я не знал теории вероятностей и мало что 
понял. Теперь я, представляю себе, что происходит. Хо¬ 
тя здесь действительно суммируется несколько потоков, 
но, как правило, два встречных потока главного на¬ 
правления имеют значительно большую интенсивность, 
чем остальные. А как говорил Александр Андреевич, 
для того чтобы небольшое число суммируемых потоков 
давало хорошее приближение к простейшему, надо, что¬ 
бы их интенсивности были соизмеримыми. 

— Какой же поток все-таки получается? 

— Оказалось, что хорошую аппроксимацию дают 
иногда эрланговские потоки невысоких порядков {к = 2). 
В целом же коэффициент вариации интервалов прибы¬ 
тия поездов колеблется в пределах 0,7—0,9. 

— Наверно, исследовались и характеристики обслу¬ 
живания? — спросил Александр Андреевич. 

— Исследовались. Оказалось, что длительность тех¬ 
нического осмотра удобно считать распределенной по 
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Входящий поток 



усеченному нормальному закону или по закону Эрланга 
высокого порядка (й=15—16). 

— Александр Андреевич, — спросила Галя, — а что 
получается после обслуживания, что представляет со¬ 
бой выходящий поток и насколько он отличается от 
входящего? 

— Процесс обслуживания — это некоторое преобра¬ 
зование входящего потока (рис. 2.5). Очень часто важ¬ 
но знать характеристики выходящего потока, получен¬ 
ного в результате такого преобразования. Дело в том, 
что значительное место среди систем массового обслу¬ 
живания занимают многофазовые системы, в которых 
требования после обслуживания на первой фазе посту¬ 
пают на вторую, потом, может быть, на третью и так 
далее. В этом случае выходящий поток первой фазы — 
это входящий поток второй. В рассмотренном нами при¬ 
мере выходящий после технического осмотра поток со¬ 
ставов является входящим потоком для второй фазы об¬ 
служивания — расформирования на горке. 

Что же представляет собой выходящий поток? Сразу 
заметим, что его интервалы — не то же самое, что интер¬ 
валы обслуживания. Действительно, может быть так, 
что после окончания очередного обслуживания система 
какое-то время не работает из-за отсутствия требова¬ 
ний. В этом случае интервал выходящего потока состо- 
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ИТ из периода незанятости системы и интервала обслу¬ 
живания первого пришедшего после простоя требования, 
т. е., если — интервал обслуживания п требования, 

а — интервал между моментами выхода п-то и 
/г+1"Го требований, то 

уОбСЛ /ВЫХ 1 /I \ 

іп <4 • (2.14) 

Распределение интервалов потока, выходящего из 
одноканальной системы, легко получить в двух крайних 
случаях: когда система работает с большой нагрузкой 
и когда система работает с малой нагрузкой. Если на¬ 
грузка велика, периодов простоя практически нет и ин¬ 
тервалы выходящего потока почти всегда совпадают с 
интервалами обслуживания. Если нагрузка мала, тре¬ 
бования приходят в систему редко, а обслуживаются 
быстро, моменты выхода требований из системы — это 
моменты входа, сдвинутые на случайную величину, — 
продолжительность обслуживания. 

Нас, естественно, интересует промежуточный слу¬ 
чай, когда интервалы входящего потока и обслужива¬ 
ния — величины одного порядка и в то же время име¬ 
ются периоды простоя системы. 

Оказывается, что если в систему (одноканальную или 
многоканальную) поступает простейший поток требова¬ 
ний и время обслуживания имеет показательное рас¬ 
пределение, выходящий поток также является про¬ 
стейшим. 

Что же будет, если время обслуживания имеет не¬ 
показательное распределение? В этом случае для одно¬ 
канальной системы оказывается, что выходящий поток 
не только не простейший, но не является даже потоком 
с ограниченным последействием, т. е. его интервалы — 
взаимно зависимые величины. Часто, правда, эта зави¬ 
симость оказывается довольно слабой, и тогда выхо- 
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Рис. 2.6 


дящий ПОТОК можно с известной долей 
приближения считать рекуррентным. 

Мы уже упоминали системы мас¬ 
сового обслуживания с отказами, где 
пришедшее требование, застав все при¬ 
боры занятыми, уходит необслуженным. Поток не- 
обслуженных заявок может поступать на обслуживание 
в другую систему, и в таких случаях нам интересно 
знать, каковы свойства этого потока? 


Так вот, если в многоканальную систему с отказами 
и показательно распределенным временем обслужива¬ 
ния поступает рекуррентный поток, то поток необслу- 
женных требований в системе является рекуррент¬ 
ным. 


Интересно, что в отличие от предыдущего случая, 
если входящий поток простейший, поток необслужен- 
ных требований простейшим не будет. 

— Итак, — сказал Александр Андреевич, — мы 
знаем, как требования поступают в системы и как они 
обслуживаются. Теперь мы рассмотрим некоторые наи¬ 
более интересные системы массового обслуживания и 
найдем их характеристики. 

В случайные моменты времени происходят события, 
которые переводят систему из одного состояния в дру¬ 
гое: приходит новое требование, обслуженное требование 
покидает систему, выходит из строя обслуживающее 
устройство и т. д. Потоки всех возможных событий опре¬ 
деляют случайный процесс, протекающий в системе 
массового обслуживания. На рис. 2.6 показаны два 
состояния, в которых может находиться одноканаль¬ 
ная система без очереди, лго означает, что зая¬ 
вок в системе нет и прибор свободен, Хі — пришло тре¬ 
бование и прибор занят его обслуживанием. Если в это 
время придет новое требование, оно будет потеряно. 


ПО 




Рис, 2.7 


Когда обслуживание будет закончено, система вернется 
в состояние лго и дальше процесс будет продолжаться 
таким же образом. А, и р, — это соответственно интен¬ 
сивность входящего потока требований и скорость об¬ 
служивания. 

— Что такое скорость обслуживания? — спросил 
Борис. 

— Выражение «скорость обслуживания» действитель¬ 
но нужно пояснить. Когда определяют среднюю скорость 
автомобиля, в расчет принимают время движения и 
время стоянок (если они были). Но можно считать и 
среднюю скорость движения, при определении которой 
учитывают только «чистое» время движения автомоби¬ 
ля. Точно так же при определении скорости обслужива¬ 
ния учитывается только время работы обслуживающего 
устройства и не учитывается время простоев. 

Мы будем считать, что входящий поток является 
рекуррентным потоком, а продолжительности обслужи¬ 
вания — независимые (между собой и от интервалов 
входящего потока) и одинаково распределенные величи¬ 
ны. Требования приходят и обслуживаются по одному. 

Рассмотрим несколько обобщений этой простейшей 
системы. 

Одноканальная система с ограниченной очередью 
(рис. 2.7). Система имеет п мест для ожидания. Если 
имеется хотя бы одно свободное место, пришедшее тре¬ 
бование поступает в систему; если свободных мест нет, 
требование получает отказ и теряется. В системе одно¬ 
временно могут находиться не более чем /г+1 требова- 
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Рас. 2.8. 


ний: п требований в очереди и одно на обслуживании. 
Система имеет м+2 состояний. 

Одноканальная система с неограниченной очередью 
(рис. 2.8). Число мест в очереди не ограничено, всякое 
пришедшее требование попадает в систему. Число со¬ 
стояний системы бесконечно, однако их можно «пере¬ 
считать»: лго, Хі, Х 2 , х^. Такое бесконечное множество 
называется счетным. 

Многоканальная система без очереди (рис. 2.9)-Сис¬ 
тема имеет п одинаковых обслуживающих приборов. 
Если хотя бы один обслуживающий прибор свободен, 
пришедшее требование немедленно поступает на обслу¬ 
живание. Если все приборы заняты, пришедшее требо¬ 
вание теряется. Такая система имеет /г+І состояний. За¬ 
метим, что если одновременно работают два прибора, 
скорость обслуживания увеличивается в 2 раза и равна 
2|і, а если одновременно работают п приборов, скорость 
обслуживания /гр,. 

Система с бесконечным числом приборов (рис. 2.10). 
Для любого требования, пришедшего в эту систему, 
всегда найдется свободный прибор. Количество работаю¬ 
щих приборов не ограничено. Число состояний систе¬ 
мы — счетно. 

Многоканальная система с ограниченной очередью 
(рис. 2.11). Система имеет п обслуживающих приборов 
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Рис. 2.9. 
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Рис, 2,10 


и т мест для ожидания. Одновременно в системе может 
находиться не более чем /г+т требований. Система 
может находиться в /г+т+1 состояниях. 

Многоканальная система с неограниченной очередью 
(рис. 2.12). Эта система отличается от предыдущей тем, 
что число мест в очереди не ограничено и число состоя¬ 
ний счетно. 

Эти системы можно усложнить (например, учитывать 
возможность выхода приборов из строя), однако мы ог¬ 
раничимся рассмотрением лишь перечисленных. 

При исследовании системы массового обслуживания 
важно найти вероятности, с которыми система находит¬ 
ся в каждом из состояний. В общем случае эти вероят¬ 
ности зависят от времени, прошедшего с момента нача¬ 
ла работы системы. Дело в том, что после начала рабо¬ 
ты в системе происходит переходный процесс. Мы будем 
рассматривать системы массового обслуживания только 
в стационарном режиме, т. е. будем считать, что система 
работает достаточно долго и вероятности состояний си¬ 
стемы уже не зависят от времени (т. е. от момента нача¬ 
ла работы). Эти величины называются предельными 
вероятностями. 

Следует сказать, что не любая система имеет пре¬ 
дельные вероятности состояний. Для системы с неогра¬ 
ниченной очередью их существование зависит от того. 



Рис, 2.11 
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Рас, 2,12 


чему равна нагрузка системы. Нагрузкой называется от¬ 
ношение величины интенсивности входящего потока к 
произведению скорости обслуживания одного прибора 
на число приборов. Для одноканальных систем нагруз¬ 
ка р = —. Для /г-канальных систем р = --—. 

Все системы, которые мы рассмотрим, имеют предель¬ 
ные вероятности состояний. При этом для систем с не¬ 
ограниченной очередью требуется выполнение условия 
р<1. 

— У этого условия есть какой-нибудь физический 
смысл? — спросил Борис. 

— Конечно, оно означает, что скорость обслуживания 
больше скорости поступления требований. В случае его 
невыполнения очередь будет расти до бесконечности. В 
дальнейшем мы будем считать, что для систем с неогра¬ 
ниченной очередью р<1. 

Если входящий поток требований — простейший, а 
продолжительность обслуживания одного требования 
распределена по показательному закону, то проходящий 
в системе массового обслуживания процесс будет мар¬ 
ковским. 

Процесс называется марковским, если его пове¬ 
дение в будущем зависит только от состояния си¬ 
стемы в настоящий момент и не зависит от того, как она 
попала в это состояние. То, что такая система будет мар¬ 
ковской, легко следует из доказанного нами свойства 
отсутствия последействия простейшего потока. Действи¬ 
тельно, мы показали, что если интервалы между собы¬ 
тиями распределены по показательному закону, длина 
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оставшегося интервала в какой-то момент времени до 
наступления очередного события распределена по тому 
же показательному закону и не зависит от того, что было 
до этого момента. Таким образом, если интервалы меж¬ 
ду поступлениями требований в систему и продолжи¬ 
тельности обслуживания распределены по показатель¬ 
ным законам, то вероятность любого состояния системы 
в будущем зависит только от состояния системы в на¬ 
стоящий момент. 

Для марковских систем массового обслуживания 
легко можно написать систему алгебраических уравне¬ 
ний, линейных относительно предельных вероятностей 
состояний с помощью следующего мнемонического пра¬ 
вила: предельная вероятность і-го состояния, умножен- 
пая на сумму интенсивностей потоков, переводяи^их си¬ 
стему в другие состояния, равна сумме произведений 
предельных вероятностей состояний, из которых можно 
перейти в і-е за один шаг, на интенсивности этих пере¬ 
ходов. 

Такое уравнение можно написать для каждого сос¬ 
тояния. К полученной системе надо добавить урав¬ 
нение — нормировочное условие 

схз 

2 рі = \. (2.15) 

Для того чтобы написать такую систему уравнений, 
достаточно иметь граф состояний. Например, марковская 
система, граф состояний которой изображен на рис. 2.6, 
описывается системой уравнений: 


'кро = \^Ръ 
■ Ѵ-Рі = '>'-Ро\ 

. РаЛ- Р\ — 


115 



— Но ведь первые два уравнения одинаковы, — за¬ 
метила Галя. 

— Да, из них достаточно оставить одно: 


Откуда 


Ро+Рі^І- 

( 2 . 16 ) 


( 2 . 17 ) 


( 2 . 18 ) 


где ро — это вероятность того, что система обслужи¬ 
вания свободна; 

рі — вероятность того, что прибор занят, т. е. ве¬ 
роятность того, что пришедшее требование 
будет потеряно. 

Рассмотрим теперь более сложный случай — много¬ 
канальную систему без очереди. Имеется п одинаковых 
каналов, продолжительность обслуживания одного тре¬ 
бования распределена по показательному закону с па¬ 
раметром |і, в систему поступает простейший поток тре¬ 
бований с интенсивностью Я. Требование, поступившее, 
когда все приборы заняты, покидает систему. Каждый 
прибор может одновременно обслуживать только одно 
требование. 

Основными параметрами, характеризующими работу 
такой системы, являются вероятность отказа, 
т. е. вероятность занятости всех приборов в момент по¬ 
ступления очередного требования, и среднее число 
занятых приборов. 

Вероятность отказа характеризует отношение коли¬ 
чества потерянных требований за какое-то время к чис¬ 
лу всех поступивших за это время требований. Среднее 
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число занятых приборов — это характеристика степени 
загрузки обслуживающей системы. 

С помощью графа состояний (см. рис. 2.9) и мнемо¬ 
нического правила запишем систему уравнений для пре¬ 
дельных вероятностей: 

(X = \р^ + 2]хр2\ 


I (X-|-[х)1) (0<Й</7); 

‘ (2.19) 


Щ}^рп ^Рп — 1^ 

п 

Из первого уравнения получаем 

іОі = ^ і»о. (2.20) 

Из второго 

Р2 = + ѵ) Р\ ~~ ^/^о] = Р^. (2.21) 

Продолжая дальше, получим: 

^3 — 3!|хЗ Р^' 

^0 


117 







и вообще, для к^п 



( 2 . 22 ) 


В соответствии с последним уравнением 
(2.19): 


й=0 л=о ^ 


системы 


(2.23) 


откуда вероятность того, что в системе нет ни одного 
требования, равна 

Ро = „ ^ ^ (2.24) 

V ^ » 

Если значение ро подставить в (2.22), получим так 
называемые (|)ормулы Эрланга 



Несмотря на то, что формулы Эрланга были выведе¬ 
ны в предположении, что время обслуживания распре¬ 
делено по показательному закону, они, как было впо¬ 
следствии доказано, справедливы для любого закона 
обслуживания. Таким образом, вероятности состояний 
системы зависят только от среднего времени обслужи¬ 
вания требования одним каналом (І/р,) и не зависят от 
вида распределения продолжительности обслуживания. 
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в случае занятости всех каналов требование не при¬ 
нимается на обслуживание и получает отказ. Вероят¬ 
ность отказа по формуле (2.25): 



(2.26) 


а среднее число занятых приборов равно 

М [А] = І кр^ (2.27) 

к=1 

— Может быть, посчитаем какой-нибудь пример? — 
предложил Стрелкин. 

— Давайте, — согласился Александр Андреевич. На¬ 
зовем его: 

Пример 1. Около поста ГАИ три автоинспектора 
проверяют путевые листы у водителей грузовых автомо¬ 
билей. Еслй хотя бы один инспектор свободен, проезжа¬ 
ющий грузовик останавливают, если все инспектора за¬ 
няты, грузовик проезжает мимо. Поток грузовиков про¬ 
стейший, его интенсивность равна одному грузовику в 
минуту. 

На проверку путевого листа у инспектора ухо¬ 
дит в среднем 5 мин. У какой части водителей путевой 
лист не будет проверен? 

Легко видеть, что в этом примере описана трех¬ 
канальная система массового обслул^ивания без оче¬ 
реди. 

Интенсивность входящего потока Я=1, скорость об¬ 
служивания одного «прибора» р, = Интересующая 
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нас величина может быть вычислена по формуле Эр¬ 
ланга для п=3: 


А.З 


Рз 




0,53. 


Таким образом, более чем у половины водителей пу¬ 
тевой лист проверен не будет. 

Если число приборов бесконечно, то система уже не 
может рассматриваться как система с отказами, так 
как каждое требование будет обслужено. На практике 
таких систем, конечно, нет, но в случаях, когда прибо¬ 
ров так много, что потерь практически не бывает, удоб¬ 
но считать число приборов бесконечным. Такие системы 
встречаются в ситуациях, когда требования ожидать не 
могут, а потери недопустимы. 

Систему с бесконечным числом приборов можно рас¬ 
сматривать, как предельный случай /г-канальной систе¬ 
мы (граф состояний показан на рис. 2.10). Если в фор¬ 
мулах Эрланга перейти к пределу при п-^оо, получим, 
что вероятности состояний в стационарном режиме рас¬ 
пределены по закону Пуассона: 

= ^ (^==0, 1, 2,...). (2.28) 

Так же, как и для случая конечного числа приборов, 
эти формулы справедливы при любом распределении 
длительности обслуживания. 

Мы уже говорили о том, что в многоканальной си¬ 
стеме с неограниченной очередью, в которой входящий 
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поток — простейший, а обслуживание — показатель¬ 
ное, выходящий поток тоже простейший. В системе с 
бесконечным числом приборов при тех же условиях вы¬ 
ходящий поток также оказывается простейшим. Бо¬ 
лее того, если время обслуживания распределено по про¬ 
извольному закону, выходящий поток, тем не менее, — 
простейший. 

— Теперь поговорим о системах с очере¬ 
дью, — предложил Александр Андреевич. 

— Требование, поступившее в систему с неограничен¬ 
ной очередью, не уйдет, пока не будет обслужено. Как и 
прежде, мы будем рассматривать системы в стационар¬ 
ном режиме. Основные параметры таких систем — это 
величины, характеризующие количество требований в 
системе, и время нахождения требований в системе. К 
первым относятся среднее число требований в системе 
(^сист — здесь считают все требования — и те, кото¬ 
рые обслуживаются, и те, которые стоят в очереди) и 
средняя длина очереди (Ьоч — здесь учитываются толь¬ 
ко требования, ожидающие обслуживания). Ко вто¬ 
рым — среднее время нахождения требования в системе 
(ІІ^сист) и среднее время ожидания требования в очере¬ 
ди (Ѵ^оч). Нетрудно заметить, что 


\Ѵ 


сист 




(2.29) 


где І/іі — средняя продолжительность обслуживания 
одного требования. 

Существует очень важная формула, связывающая 
среднее число требований со средним временем ожида¬ 
ния в произвольной системе массового обслуживания с 
неограниченной очередью 


1 = 
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(2.30) 



справедливая как для ^сист и ІІ^сист, так и для ^очИ ІГоч 
(X — это интенсивность входящего потока). Эта простая 
на вид формула была доказана лишь в 1961 г. амери¬ 
канским математиком Литлом и носит его имя. Доказа¬ 
тельство Литла было громоздким и впоследствии оно 
было упрощено. Мы покажем очень простое доказатель¬ 
ство этой формулы. 

Верхняя линия рис. 2.13 описывает общее число тре¬ 
бований, пришедших в систему, а нижняя — число тре¬ 
бований, ушедших из нее. Вертикальный разрез соответ¬ 
ствует числу требований в системе. 

Рассмотрим период времени Т в стационарном ре¬ 
жиме {Т может включать несколько периодов занятости) 
и введем следующие обозначения: 

2(Г) —общее число прибытий за период Т\ 

^сист(7") — общее время нахождения требова/ний в сис¬ 
теме за период Г, равное заштрихованной 
площади на рис. 2.13; 

X (Г) —средняя интенсивность прибытий за Г, равная 
2(Г)/Г; 

^сист (7") — среднее время нахождения в системе за Г, 

равное Лейст (7^)/ДГ); 

Т^сист(7") — среднее число требований в системе за Г, 
равное Лейст(7')/7'- 

Сопоставляя выражения для параметров системы: Х(Г), 
и^сист(Г) и /,еист (Г),видно, ЧТО 

7.СИСТ (Г) = X (Г) сист ІП 

Это доказательство не зависит от каких-либо пред¬ 
положений относительно распределений интервалов 
прибытия и обслуживания, о числе приборов и дисцип¬ 
лине обслуживания. 
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Дадим определение пределов при Т ^оо. Если су¬ 
ществуют 

А = ІітХ(7') и І^сист =Ити7сист (7'), 

Т —>-оо Т —>-оо 

то предел Ісист (7’) также существует, — определим его 

^СИСТ (^^Иш 

//СИСТ (7’). 


И все пределы должны удовлетворять отношению 


I 


сист 




сист. 


(2.31) 


Точно так же, если нижняя линия на рис. 2.13 соот¬ 
ветствует уходам из очереди, а не из системы, получает¬ 
ся аналогичный результат 

= (2.32) 
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Рассмотрим систему массового обслуживания для 
случая одного прибора (см. рис. 2.8), простейшего вхо¬ 
дящего потока с интенсивностью % и длительностью об¬ 
служивания, распределенной по показательному закону 
с параметром р,- 

С помощью мнемонического правила составим си¬ 
стему уравнений для стационарного режима: 

' + р)/?і — (2.33) 

. (^ + р) = ^Рп-1 + \^Рп + 1 
и 

схз 

(2.34) 

п=0 

Последовательно решая уравнения системы (2.33), 
найдем 

Рп = 9" Ро- (2.35) 

Напомним, что для одноканальных систем, как 
нами замечено ранее, р=Х/\і. 

Подставляя эти выражения в (2.34), получим 

схз 

Ро2р"=1, (2.36) 

л=0 

откуда 

уРо - 1 - Р (2.37) 

и 

уРл = (1—р)р". (2.38) 

Заметим, что выражение (2.37) справедливо не 
только для рассматриваемой системы, но вообще для 
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всех одноканальных систем с неограниченной очередью, 
у которых рС 1. 

Найдем среднее число требований в системе 

/.сист = 2(2-39) 

/ г =0 / 2=1 

Нетрудно показать, что 

схз 

2 Ѵ"' -1/(1-рГ. (2.40) 

/ 2=1 

оо оо 

Вместо 2рассмотрим величину при 0< 

/ 2=1 / 2=1 

<^< 1 . 

оо 

Очевидно, она является производной от ^ , т. е. 

/ 2=1 

ОО / оо \ ^ 

2»х"-' = (2х”) ={(^)- (2.41) 

Заменяя х на р, получим выражение (2.40). Подста¬ 
вив (2.40) в (2.39), получим 


іе„ст=і-^р- (2.42) 

Из (2.42) легко получить остальные средние характе¬ 
ристики системы, ісист и іоч отличаются на р, так как 
математическое ожидание числа находящихся на приборе 
требований равно 

0(1 — р)+ 1р = р. 

Отсюда 

/»СИСТ - Р = 2 ^ р * (2.43) 
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Средние временные характеристики найдем по фор¬ 
мулам (2.31) и (2.32). 

И^сист = Ісист / X—1/|х(1 ~р); (2.44) 

Гоч = і:оч/^ = Р/[х(1-р). (2.45) 


Мы видим, что выражения для средних характеристик 
одноканальной системы с неограниченной очередью в 
случае простейшего входящего потока и показательного 
распределения длительности обслуживания очень про¬ 
сты. К сожалению, далеко не всегда в конкретных прак¬ 
тических задачах удается аппроксимировать распреде¬ 
ления длин интервалов входящего потока и обслужива¬ 
ния показательными законами. Тем не менее, даже в 
таких случаях формулы (2.42) — (2.45) могут оказаться 
полезными. Эти формулы можно обобщить и на случай 
/г-канальной системы с неограниченной очередью, про¬ 
стейшим входящим потоком и показательно распределен¬ 
ной длительностью обслуживания (см. рис. 2.12). Мы не 
будем приводить вывод выражений для вероятностей со¬ 
стояний и средних характеристик этой системы, а дадим 
окончательные результаты. 

Вероятность того, что в системе находятся к требо¬ 
ваний: 


Ріг=\ 





ЛІ(1 — р 


(2.46) 

(2.47) 


Напомним, что для /г-канальной системы р=Я//ги. 
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среднее число требований в системе и в очереди рав¬ 
но соответственно 

^СИСТ = О-р)^ 


і 


04 — 


р(^р)” 

л!(1-р)2 



(2.49) 


Среднее время нахождения требования в системе и 
ожидания легко получить с помощью формулы Литла. 

— Давайте проиллюстрируем это примером 2 
(продолжение примера 1). Заметив, что большая часть 
грузовиков проезжает без проверки, инспектора решили 
изменить тактику и проверять все грузовики. Но они 
быстро подсчитали, что так как в среднем каждую ми¬ 
нуту подъезжает новый грузовик, а проверить они смо¬ 
гут в среднем не больше ЗхѴз путевых листов, то очень 
скоро около пункта ГАИ вырастет длинный хвост ма¬ 
шин. Поэтому они решили работать вдвое быстрее и 
просматривать путевой лист за 2,5 мин. Сколько в сред¬ 
нем грузовиков стояло около пункта ГАИ и сколько 

времени в среднем стоял один грузовик? 

2 6 5 

в этом случае р= ~ "б" ' формуле (2.48): 


і 


сист 




4,45. 


Среднее время стоянки одного грузовика 




СИСТ 


^сист 

“Т“ 



мин. 
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— Рассмотрим теперь очереди с ограниченным чис¬ 
лом мест для ожидания, — продолжил Александр Анд¬ 
реевич. — Система состоит из п обслуживающих прибо¬ 
ров и очереди, длина которой не может превышать т. 
Если вновь пришедшее требование застает в системе 
п-{-т требований (п на обслуживании и т в очереди), 
то оно получает отказ и теряется. Схема состояний си¬ 
стемы показана на рис. 2.11. По-прежнему будем счи¬ 
тать, что в систему поступает простейший поток требо¬ 
ваний с интенсивностью Я, продолжительность обслужи¬ 
вания одного требования распределена по показатель¬ 
ному закону с параметром \і. 

Не будем выписывать систему уравнений для стаци¬ 
онарного режима и приводить ее решение — все это ана¬ 
логично тому, что мы проделали для системы без очере¬ 
ди. Приведем некоторые окончательные результаты. 

Вероятность того, что в системе находится к требо¬ 
ваний: 




X \п 

[і. I 


1 — 


X 

/ 


(2.51) 


Вероятность того, что поступившее требование полу¬ 
чит отказ 
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(2.52) 
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Средняя длина очереди 



Среднее число требований в системе 


/ X \^+1 п—І 

^сист = іоч Н ^— 5 ;; прп + /?о * (2.54) 

А=1 

— Теперь стоит рассмотреть пример 3 (продолже¬ 
ние примера 2). Поработав некоторое время по методу, 
описанному в примере 2, инспектора почувствовали, что 
такой образ действия довольно утомителен, и не позво¬ 
ляет проводить внимательную проверку. Поэтому они 
решили проверять путевые листы так, как они это дела¬ 
ли в примере 1, — тратя в среднем по 5 мин на каждую 
проверку. Но чтобы проверить как можно больше ма¬ 
шин, они решили допускать образование очереди. Если 
очередь ничем не ограничена, то, как было сказано в 
описании примера 2, она очень скоро начнет расти и 
движение застопорится. Поэтому инспектора решили, 
что очередь не должна превышать 3 машин. Если про¬ 
езжающий грузовик застает в очереди 3 машины, он не 
останавливается. 

Определим вначале ро — вероятность того, что все 
инспектора свободны. По формуле (2.51): 
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Вероятность того, что проезжающий грузовик не бу¬ 
дет остановлен 

56 

Роік == 2133 ~ 0,42. 

Напомним, что в примере 1, который отличается от 
примера 3 только тем, что число мест в очереди т = 0, 
вероятность отказа была равна 0,53. 

Определим среднюю длину очереди. Для этого най¬ 
дем рп — вероятность того, что около пункта ГАИ на¬ 
ходятся точно 3 грузовика 



а затем по формуле (2.53) найдем 



— То, что я вам рассказал, — продолжал Александр 
Андреевич после некоторого молчания, — это, так ска¬ 
зать, азы теории массового обслуживания, самые про¬ 
стые вещи. Как и во всякой математической теории, в 
массовом обслуживании есть свои «начала» и свой «пе¬ 
редний край» с множеством нерешенных проблем. Мы 
с вами только постучались в эту науку, ну, может быть, 
чуть-чуть приоткрыли дверь. 

— А нельзя ли нам войти? Ну хотя бы в прихожую,— 
спросил Борис. 

— В прихожую? — рассмеялся Александр Андре¬ 
евич. — Нет, боюсь, что не получится — для этого нам 
понадобился бы сложный математический аппарат, и 
сложность эта возрастала бы с каждым шагом. Да и что 


130 



можно увидеть из прихожей? Разве только то, куда сле¬ 
довало бы идти дальше. Впрочем, — продолжал он пос¬ 
ле минутного размышления, — я могу вас ввести в при¬ 
хожую и даже — более того — провести по комнатам, 
но только в качестве посетителей, осматривающих слож¬ 
ное производство. 

— То есть вы предлагаете совершить экскурсию по 
теории массового обслуживания? — спросил Стрелкин. 

— Что-то вроде этого, небольшой обзор, если вы еще 
не устали, — Александр Андреевич вопросительно по¬ 
смотрел на спутников. 

— И не будет формул? — полувопросительно-полу¬ 
утвердительно сказал Стрелкин. 

— Ну, может быть, самые простые- 

— Мы не устали, Александр Андреевич, — сказала 
Галя, — и с интересом вас слушаем. 

— Ну что ж, тогда давайте начнем. Итак, мы сдела¬ 
ли много предположений относительно структуры и ве¬ 
роятностных характеристик некоторых систем, наложи¬ 
ли разные ограничения и для самых простых случаев 
сделали расчеты. Вот, например, одноканальная систе¬ 
ма с неограниченной очередью. Возьмем ее за основу. 
Мы рассчитали эту систему при условии, что в нее по¬ 
ступает простейший поток, а обслуживание производит¬ 
ся по показательному закону. 

— А что делать в остальных случаях? — поинтере¬ 
совался Стрелкин. 

— Для одноканальных систем с неограниченной оче¬ 
редью и простейшим потоком существует выражение 
(формула Полячека—Хинчина) для среднего числа тре¬ 
бований в системе, которое справедливо при любом 
распределении продолжительности обслуживания 

Ісист = р + 
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Здесь — дисперсия продолжительности обслужива¬ 
ния. Если обслуживание распределено по показательному 
закону, то, как мы видели, = 1 /{х^ и (2.55) превращает¬ 
ся в (2.42). Из (2.55) получим выражение для ^снст и 
в случае одноканальной системы с пуассоновским 
входящим потоком: 


/ — 
-'ОЧ - 


\ѵ 


_ 1 
сист —- 




г 


04 - 


2(1-р) ’ 

+ 2(1-р) ’ 

Р/Р’+ 

2(1-р) ■ 


(2.56) 

(2.57) 

(2.58) 


— Интересно посмотреть, какой получится по этой 
формуле простой составов в ожидании технического ос¬ 
мотра в парке прибытия? — спросил Стрелкин. 

— Для этого нужна ваша помощь, — ответил Алек¬ 
сандр Андреевич. — Приведите, пожалуйста, исходные 
данные. 

— Пусть в этот парк прибывают 70 поездов с трех 
направлений и распределение интервалов прибытия 
близко к показательному. Среднее время осмотра одно¬ 
го состава равно 12 мин. В парке работает одна брига¬ 
да осмотрщиков. 

— Коэффициент вариации длительности осмотра 
ѵ|і = 0,3, — добавил Борис. 

- При ЭТИХ данных, — сказал Александр Андре¬ 
евич, — получим: 

интенсивность входящего потока 


X 


70 

24 


= 2,91 поездов/ч; 
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интенсивность обслуживания 


60 


іл. = у 2 = 5 поездов/ч; 


дисперсия длительности обслул<ивания 








0,32 

52 


0,004 ч"; 


нагрузка бригады 




2,91 


0,6 и 


среднее время ожидания по формуле (2.58): 

0,6 

-^ + 2 , 91 . 0,004 

и^оч= 2(1 —0,6) =0Л6 ч. 


— Это совпадает, пожалуй, с реальным простоем ва¬ 
гонов на крупных сортировочных станциях, — подтвер¬ 
дил Стрелкин. 

— Таким образом, формула Полячека — Хинчина 
позволила снять одно ограничение, а именно: условие о 
показательном распределении времени обслуживания, — 
заключил Александр Андреевич. — Какое условие ес¬ 
тественно снять теперь? 

— Условие о простейшем характере входящего пото¬ 
ка, — ответил Борис, — пусть теперь и входящий поток 
произвольный. 

— Произвольный рекуррентный, — уточнил Алек¬ 
сандр Андреевич, — т. е. стационарный ординарный 
поток с ограниченным последействием и произвольным 
законом распределения интервалов между моментами 
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поступления требований в систему. Для системы с та¬ 
ким входящим потоком точных формул, к сожалению, 
нет, однако есть оценки, т. е. верхняя и нижняя грани¬ 
цы для среднего числа требований в очереди 
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04 




? 12 ( 
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2(1-р) 


(2.59) 


здесь и — дисперсии интервалов входящего пото¬ 
ка и обслуживания; и р — интенсивность входящего 
потока и нагрузка системы. 

іо. > - і- ■ (2.60) 


Если на входящий поток наложить некоторые огра¬ 
ничения, можно использовать более точные оценки. На¬ 
пример, если входящий поток эрланговский,то 
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(2.61) 

(2.62) 


Здесь ѵл = Хал и Ѵр. = [хар. —коэффициенты вариации 
интервалов входящего потока и обслуживания. Если 
входящий поток простейший, то ѵх =1 и формулы (2.61) 
и (2.62) превращаются в формулу Полячека—Хинчина. 

— Заметим, что величина 


РЦ ^х + ) 


2(1-р) 
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находится между верхней и нижней оценками и, следо¬ 
вательно, может быть использована как приближенное 
значение ^оч• Если воспользоваться формулой Литла 
(2.32), то можно получить приближенную формулу и 
для среднего времени ожидания в очереди 




04 


рЧ''х + ''^) 

2Х(1-р) • 


(2.63) 


— Меня интересует, как изменится простой составов, 
если распределение интервалов их прибытия будет не 
показательным, как в предыдущем примере. Пусть коэф¬ 
фициент вариации входящего потока будет равен, на¬ 
пример, 0,7, — сказал Стрелкин. 

— Тогда среднее время ожидания по формуле (2.63) 
составит 


_ 0 , 62 ( 0 , 72 - 1 - 0 , 32 ) 
2.2,91(1—о, 


ч 


и по сравнению с предыдущим примером, когда интер¬ 
валы прибытия имели показательное распределение, 
оно уменьшилось на 0,16—0,09 = 0,07 ч, или примерно 
на 40%• 

— Это довольно-таки существенно,—заметил Стрел¬ 
кин. 

— А если входящий поток даже не реккурентный? — 
спросила Галя. 

— Давайте разберемся, что же будет в таком случае. 
Еще раз напомним: если поток не рекуррентный, то на¬ 
рушено по крайней мере одно из условий: ординарность, 
стационарность, ограниченность последействия. Если 
поток неординарен, а остальные условия выполнены, ни¬ 
чего страшного нет: есть формулы, позволяющие во мно¬ 
гих случаях свести системы с неординарным входящим 
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потоком к системам с ординарным потоком. Если поток 
нестационарен, все гораздо сложнее: такие системы 
практически нельзя рассчитать аналитическими метода¬ 
ми. Кое-что удается сделать, если входящий поток име¬ 
ет периодически изменяющуюся интенсивность. Напри¬ 
мер, известно, что предельные вероятности состояний та¬ 
кой системы — периодические функции, причем их пе¬ 
риод совпадает с периодом входящего потока. Совсем 
плохо дело обстоит, если поток имеет неограниченное 
последействие, т. е. его интервалы связаны корреляци¬ 
онной зависимостью. Тут математики пока мало что 
смогли сделать. 

— Все системы, которые мы рассчитывали, — про¬ 
должал Александр Андреевич, — имели простую дис¬ 
циплину обслуживания: первым пришел — первым об¬ 
служен. Но, может быть, вы вспомните: в начале нашего 
разговора я называл и другие дисциплины. 

— Вы говорили об инверсионном порядке обслужи¬ 
вания: последний пришел — первым обслужен; случай¬ 
ном порядке: выбор из очереди на обслуживание про¬ 
изводится случайным образом и о приоритетном обслу¬ 
живании. 

— Совершенно верно. Боря. Вот на последнем поряд¬ 
ке выбора на обслуживание — приоритетном — я хочу 
остановиться подробнее. Исследования по приоритетным 
системам составляют значительную часть всех работ в 
области теории массового обслуживания. И это не уди¬ 
вительно, приоритетные системы встречаются очень ча¬ 
сто. Например, если со станции должно быть отправ¬ 
лено несколько поездов, то высший приоритет имеют 
пассажирские поезда. Если на аэродроме одна взлетно- 
посадочная полоса, то высший приоритет имеют самоле¬ 
ты, заходящие на посадку. На железнодорожном пере¬ 
езде поезда имеют более высокий приоритет при обслу¬ 
живании, чем автомобили. 
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Общая постановка задачи такова: в систему массо¬ 
вого обслуживания поступает несколько потоков требо¬ 
ваний. Требования из разных потоков в общем случае 
имеют разные распределения длительности обслужива¬ 
ния. Все требования, принадлежащие одному потоку, 
имеют одинаковый приоритет, требования из разных по¬ 
токов имеют разные приоритеты. Все приоритеты про¬ 
нумерованы. Требования, имеющие самый высокий при¬ 
оритет (самому высокому приоритету может быть 
присвоен, например, первый номер), обслуживаются в 
первую очередь. Если требований первого приоритета 
в системе нет, начинают обслуживаться требования вто¬ 
рого, более низкого приоритета и так далее. В послед¬ 
нюю очередь обслуживаются требования самого низко¬ 
го приоритета. Возможны случаи, когда требование вы¬ 
сокого приоритета, пришедшее в систему после начала 
обслуживания требования низкого приоритета, ждет, 
пока прибор не освободится. 

— Но есть и другие примеры, — вставил Стрелкин. 
— Ремонтная бригада ведет профилактические работы 
на каком-то километре пути. В это время приходит со¬ 
общение о том, что в другом месте произошло повреж¬ 
дение пути. Ремонтная бригада будет немедленно пере¬ 
брошена туда, а профилактические работы на этом уча¬ 
стке она закончит после устранения повреждения. 

— В этом примере требование высокого приоритета 
не будет ожидать окончания обслуживания требования 
низкого приоритета, — сказал Борис. 

— И тот и другой случай — примеры приоритетных 
систем, но приоритеты здесь разные, — сообщил 
Александр Андреевич. 

— Значит, есть два разных вида приоритетов? 

— Не два, а гораздо больше. Но эти два, пожалуй, 
самые важные и распространенные. В первом случае 
имеет место так называемый относительный прио- 
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ритет. Он характерен тем, что в системах с таким типом 
приоритета требование высокого приоритета, поступив в 
систему после начала обслуживания требования низко¬ 
го приоритета, будет ждать, пока прибор не освободит¬ 
ся. В примере, который сообщил нам уважаемый Стрел- 
кин, мы познакомились с абсолютным приоритетом. В 
системах с абсолютным приоритетом высокоприоритет¬ 
ное требование, застав на приборе требование с низким 
приоритетом, «выталкивает» его и немедленно начина¬ 
ет обслуживаться. 

— А что будет с «вытолкнутым» требованием? 

— Здесь различают несколько случаев. Требование, 
обслуживание которого было прервано, впоследствии 
может вновь вернуться на прибор. Можно представить, 
что будучи «вытолкнутым», оно занимает место во гла¬ 
ве очереди из требований с таким же приоритетом. В 
других случаях «вытолкнутое» требование может те¬ 
ряться. 

— Если «вытолкнутое» ранее требование возвраща¬ 
ется на прибор, время, уже затраченное на его обслужи¬ 
вание, учитывается? — спросил Борис. 

— Это время учитывается в системах с дообслужи- 
ванием. Пример с ремонтной бригадой — это как раз 
система с абсолютным приоритетом и дообслуживанием. 
Но есть и другие системы, с обслуживанием заново. 

— Как рассчитываются такие системы? 

— Этот вопрос весьма сложен, и мне не удастся вам 
его подробно объяснить. Скажу только, что приоритет¬ 
ные системы рассчитывают, как правило, в предполо¬ 
жении о том, что все входящие потоки простейшие. Еще 
можно отметить, что в системах с абсолютными приори¬ 
тетами требования высшего приоритета ведут себя так, 
как будто никаких других требований в системе нет; 
поэтому характеристики для требования высшего при¬ 
оритета — это то же самое, что характеристики для не- 
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приоритетной системы, в которую поступает только один 
поток требований. 

Некоторые характеристики приоритетных систем в 
случае, когда требования всех потоков имеют одинако¬ 
вое распределение длительности обслуживания, совпа¬ 
дают с аналогичными характеристиками неприоритет¬ 
ных систем. Например, среднее число всех требований 
в системе для систем с относительным приоритетом и 
системы с абсолютным приоритетом с дообслуживани- 
ем такое же, как и в неприоритетной системе с входя¬ 
щим потоком, равным суммарному входящему потоку 
приоритетной системы. То же самое, кстати, относится 
и к системам с инверсионным и случайным порядком 
выбора на обслуживание. 

— Александр Андреевич, вы говорили, что кроме 
абсолютного и относительного бывают и другие приори¬ 
теты. Расскажите о них, пожалуйста, — попросила 
Галя. 

— Действительно, есть и другие приоритеты. Напри¬ 
мер, чередующийся. Пусть в систему поступают два по¬ 
тока требований Л и В. Если в данный момент на при¬ 
боре находится требование из потока А, то все требова¬ 
ния из этого потока имеют высший приоритет. Но вот в 
какой-то момент обслужено последнее из находящихся 
в системе требований потока Л, и высший приоритет пе¬ 
реходит к потоку В, если требования из этого потока 
присутствуют в системе. Теперь пришедшие требования 
потока Л будут ждать до тех пор, пока в системе не ос¬ 
танется ни одного требования потока В. 

— Это какой-то очень сложный случай, — сказал 
Стрелкин, — такие системы, наверно, в жизни не бы¬ 
вают. 

— Еще как бывают! — возразил Борис. — Вспомни¬ 
те флюорографию. Вы пришли — около кабинета сидят 
женщины. «Там мужчина?» — «Мужчина». Вы заходи- 
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Рис. 2.14 


те — у вас сейчас высший приоритет. Но если вы замеш¬ 
кались в раздевалке, пришли к кабинету, когда тот муж¬ 
чина вышел, вы прождете, пока женщины, которые си¬ 
дят в очереди, и которые еще придут потом, не пройдут 
флюорографию. Приоритет у вас будет низшим. 

— Есть и другие приоритеты: динамические, смешан¬ 
ные и т. д., но, кажется, ясно, что типов приоритетов до¬ 
вольно много, и много типов можно еще выдумать. Наи¬ 
более часто на практике все же встречаются два типа: 
абсолютный и относительный. 

— До сих пор мы говорили о системах с абсолютно 
надежным прибором, — продолжал Александр Андре¬ 
евич.— Мы считали прибор всегда исправным и готовым 
к обслуживанию. Между тем, во многих практических за¬ 
дачах приходится учитывать возможность выхода при¬ 
бора (или приборов, если их несколько) из строя. Это 
так называемые системы с ненадежным прибором. Да¬ 
вайте для простоты будем говорить только об однока¬ 
нальных системах. В таких системах прибор периодиче¬ 
ски может выходить из строя. Происходит это в случай¬ 
ные моменты времени. После выхода прибора из строя 
начинается его ремонт. Продолжительность ремонта — 
также случайная величина. 

Такую систему можно рассматривать как систему с 
двумя потоками требований и абсолютным приорите¬ 
том. Поток требований с высшим приоритетом — это 
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Рис. 2.15 

ПОТОК неисправностей. В момент прихода такого «требо¬ 
вания» обслуживание требования с низким приоритетом 
мгновенно прерывается и начинается «обслуживание» 
пришедшего высокоприоритетного «требования» — ре¬ 
монт прибора. Некоторое отличие от «обычных» приори¬ 
тетных систем состоит в том, что в системе с ненадеж¬ 
ным прибором поломка происходит в периоды исправ¬ 
ной работы, а в приоритетной системе требование 
высшего приоритета может прийти в момент, когда на 
приборе находится другое требование того же приори¬ 
тета. 

Давайте рассмотрим несколько примеров однока¬ 
нальных систем, отличающихся друг от друга типами 
неисправностей. Будем считать, что прибор может вы¬ 
ходить из строя только тогда, когда он обслужи¬ 
вает требования (т. е. выход из строя в периоды простоя 
невозможен). Рассмотрим случай, когда выход из строя 
ведет к полному прекращению работы системы как по 
обслуживанию, так и по приему требований. Пусть Я 
и р, означают интенсивности поступления и обслужива¬ 
ния требований, а г\ и у — интенсивности выхода прибора 
из строя и его восстановления (ремонта). Граф состоя¬ 
ний такой системы изображен на рис. 2.14. (Отметим, 
что если допустить возможность выхода прибора из 
строя в состоянии простоя, то добавится состояние хі 

с соответствующими связями с состоянием Хо.) 
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Рис. 2.16 

Пусть ВО Время выхода прибора из строя поступление 
новых требований в систему продолжается. Тогда граф 
состояний этой систсхмы имеет вид, изображенный на 
рис. 2.15. 

Возможен случай, когда поломка прибора приводит 
к тому, что прекращается прием новых требований, но 
производится обслуживание тех требований, которые 
имелись в системе к моменту поломки. Граф состояний 
этой системы изображен на рис. 2.16. 

И, наконец, рассмотрим случай, когда во время по¬ 
ломки прибора происходит и прием новых требований, и 
обслуживание, но только обслуживаются требования в 
два раза медленнее, чем при исправном приборе. Граф 
состояний системы показан на рис. 2.17. 

— Раз уж мы заговорили о свойствах самого прибо¬ 
ра, то уместно упомянуть и о так называемых «систе¬ 
мах с разогревом», — сказал Александр Андреевич. — Я 
поясню понятие «разогрев» на примере самой простой 
одноканальной системы с неограниченной очередью. 
Представьте себе такой прибор, который выключается 
после завершения обслуживания последнего из имею¬ 
щихся в системе требований. Весь период простоя (т. е. 
период отсутствия требований в системе) этот прибор 
выключен. В момент поступления нового требования 
прибор вновь включается. Но вследствие того, что при¬ 
бор находится в «холодном» состоянии, он не может 
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Рас. 2.17 


начать обслуживать это требование немедленно, а дол¬ 
жен предварительно «разогреться». После окончания 
периода разогрева прибор готов к обработке скопив¬ 
шихся к этому моменту требований. Продолжитель¬ 
ность разогрева может быть как постоянной величиной, 
гак и случайной — с некоторой функцией распределе¬ 
ния продолжительности разогрева. 

Давайте такую систему изобразим графически (рис. 
2.18), причем а будет обозначать интенсивность разогре¬ 
ва, т. е. величину, обратную среднему времени разогрева, 
а символами х^. обозначим состояния разогрева, 

где к означает количество требований, собравшихся в 
системе в процессе разогрева. 

— Наверно, на практике встречаются не только си¬ 
стемы с разогревом, но и системы с «остыванием». По- 
видимому, в теории массового обслуживания есть и та¬ 
кой термин, — предположил Борис. 

— Такой термин есть, и системы с остыванием в тео¬ 
рии массового обслуживания рассматриваются. Разли¬ 
чают даже несколько их типов. Отличаются они по по¬ 
ведению прибора в моменты, когда началось остывание 
(оно начинается, когда система закончила обслужива¬ 
ние последнего из имевшихся в ней требований) и при¬ 
шло новое требование. Здесь для разных систем воз¬ 
можны разные случаи: период остывания доходит до 
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Рис. 2.18 


конца, а затем сразу начинается период разогрева; осты¬ 
вание немедленно прекращается, начинается разогрев, 
причем он ничем не отличается от разогрева, который 
начинается в условиях «холодной» системы; так же, 
как и в предыдущем случае, сразу начинается разогрев, 
причем система только «доразогревается» с учетом то¬ 
го, насколько она успела остыть; прибор считается ра¬ 
зогретым в течение всего периода остывания, поэтому 
обслуживание требования начинается сразу после при¬ 
бытия. Так же, как и в случае системы с разогревом, 
время остывания может быть как случайным, так и де¬ 
терминированным. 

— Как много, оказывается, существует систем мас¬ 
сового обслуживания! — воскликнула Галя. 

— И, наверно, то, что рассказал нам Александр 
Андреевич, — это еще не все описанные и изученные 
системы, — продолжил Борис. 

— Конечно, нет! — подтвердил Александр Андре¬ 
евич. —Вот вам еще один тип системы массового обслу¬ 
живания. Мы уже говорили о системах с неординарным 
входящим потоком, когда требования поступают груп¬ 
пами, численности которых случайны. Точно так же мож¬ 
но рассматривать и групповое обслуживание. Правда, 
здесь дело обстоит несколько сложнее и имеется больше 
частных случаев, чем в системах с неординарным по¬ 
током. 
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Часто рассматривают системы, в которых величи¬ 
на обслуживаемой группы не превосходит величины к 
(например, лифт). Если к моменту начала обслужива¬ 
ния повой группы в очереди больше, чем к требований, 
часть требований остается в очереди в ожидании сле¬ 
дующих цикло'в обслуживания. В некоторых системах 
запрещается брать на обслуживание меньше, чем к тре¬ 
бований, и тогда прибор может простаивать в ожидании, 
пока длина очереди достигнет к. Естественно, что могут 
существовать системы, в которых оба эти условия сов¬ 
мещены (часто так бывает с маршрутными такси). Ве¬ 
личина к может быть как детерминированной, так и слу¬ 
чайной. 

Говоря о групповом обслуживании, следует сказать 
и о системах с групповым обслуживанием по расписа¬ 
нию. В таких системах обслуживание начинается в опре¬ 
деленные моменты времени, не зависящие от величины 
очереди. 

— Для таких систем можно привести много приме¬ 
ров из области транспорта, — сказал Стрелкин. — При¬ 
городные и дальние пассажирские поезда, пассажирские 
теплоходы, самолеты. 

— Городской транспорт: автобусы, трамваи, трол¬ 
лейбусы, метро, — добавила Галя. 

— А что, если в момент начала обслуживания в оче¬ 
реди нет ни одного требования? — поинтересовался 
Борис. 

— Тогда будет обслуживаться группа из О требова¬ 
ний. Так часто бывает на подвесной канатной дороге. 
Подошла очередная кабина (или кресло), ее никто не 
занял, и она уходит пустой. 

— Мы сейчас говорили об однокаиальных системах 
массового обслуживания, — продолжил свой рассказ 
Александр Андреевич. — Все те особенности, о которых 
мы упомянули: приоритеты, ненадежность, разогрев и 
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т. д., могут быть свойственны и многоканальным систе¬ 
мам, состоящим из нескольких приборов. Но многока¬ 
нальным системам присущи и некоторые особенности, 
которых не может быть у одноканальных систем, и по¬ 
этому стоит поговорить о них отдельно. 

Прежде всего, можно отметить, что приборы могут 
быть разными, т. е. обслуживать требования в соответ¬ 
ствии с разными законами распределения времени об¬ 
служивания. Такие системы — довольно сложные для 
исследования объекты, поэтому давайте сразу догово¬ 
римся рассматривать только системы с одинаковыми 
приборами. 

Вначале рассмотрим обычную многоканальную си¬ 
стему с неограниченной очередью. В случае когда на 
вход этой системы поступает простейший входящий по¬ 
ток, а продолжительность обслуживания распределена 
по показа'тельному закону, как мы уже видели, суще¬ 
ствуют формулы, по которым систему можно рассчи¬ 
тать. При других предположениях относительно входя¬ 
щего потока и обслуживания точных формул для сред¬ 
него времени ожидания и средней длины очереди нет. 
Для таких систем известна лишь формула для средне¬ 
го числа занятых приборов в произвольный момент 
Бремени. 

Если в системе п приборов, % — интенсивность пото¬ 
ка, іл — интенсивность работы одного прибора, р = 
=ХІп\л — нагрузка, то среднее число работающих при¬ 
боров в системе М можно подсчитать так: 

М — щ, 

Хотя точных формул для расчета основных характе¬ 
ристик многоканальных систем с произвольными распре¬ 
делениями нет, существуют оценки, позволяющие найти 
их приближенные значения. Для этого подбирают две 
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одноканальные системы так, что характеристики в одной 
из них больше, чем в многоканальной системе, а в 
другой меньше, А для этих одноканальных систем есть 
свои оценки, например (2.59) — (2.62). 

— А как подбираются эти системы? — поинтересо¬ 
вался Борис. — Это делается каким-то очень сложным 
способом? 

— Это делается весьма просто. Как подобрать од¬ 
ноканальную систему, в которой среднее время ожида¬ 
ния больше, чем в многоканальной? Вспомним, как ра¬ 
ботает многоканальная система. Все требования, по¬ 
ступившие в систему и заставшие при этом все приборы 
занятыми, становятся в общую очередь. Как только ос¬ 
вобождается какой-либо прибор, первое стоящее в оче¬ 
реди требование немедленно его занимает. Теперь, пред¬ 
ставьте себе, мы вводим в этой системе другой поря¬ 
док. Каждое поступающее в систему требование уже 
заранее знает, какой прибор должен его обслуживать. 
Задается это таким правилом: первое поступившее тре¬ 
бование идет к первому прибору, второе — ко второму, 
п-е к п-му прибору (система /г-канальная), затем 
(/г-Ы)-е требование идет к первому прибору и т. д. 
Имеет место определенный цикл, и такой порядок об¬ 
служивания называется циклическим. Таким образом, 
1-е, (д-ЬІ)-е, (2Аі-[-1)-е и т. д. требования становятся 
в очередь к первому прибору, 2-е, (/г+2)-е, (2/г+2)-е и 
т. д. — в очередь ко второму прибору и т. д. В системе 
уже не одна очередь, а п. При таком порядке обслужи¬ 
вания возможны, например, случаи, когда первый при¬ 
бор свободен и простаивает, а ко второму прибору сто¬ 
ит очередь. Если в первоначальной многоканальной сис¬ 
теме приборы были взаимозаменяемы и работали 
«сообща», то в системе с циклическим порядком обслу¬ 
живания каждый прибор работает только «за себя». 
Совершенно очевидно, что при такой оптимальной 
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организации обслуживания среднее число требований и 
их среднее время ожидания в очереди больше, чем в 
обычной многоканальной системе. 

Теперь давайте внимательно присмотримся к систе¬ 
мам с циклическим порядком обслуживания. Как вы 
уже, наверно, обратили внимание, многоканальная сис¬ 
тема фактически состоит из п одноканальных си¬ 
стем. 

Прибор в каждой одноканальной системе тот же, что 
и в многоканальной, а входящий поток имеет интенсив¬ 
ность в п раз меньшую и получается из входящего по¬ 
тока многоканальной системы путем выборки из него 
каждого п-то требования. Например, если первоначаль¬ 
ный поток был простейшим, то полученный таким обра¬ 
зом поток будет эрланговским п-то порядка. Среднее 
время ожидания в такой одноканальной системе, конеч¬ 
но, то же самое, что и в многоканальной циклической 
системе, а следовательно, больше, чем в исходной мно¬ 
гоканальной системе. А для одноканальной системы мож¬ 
но уже использовать верхнюю оценку (2.59). Если же 
входящий поток был простейшим, в оценочной однока¬ 
нальной системе он эрланговский и можно использо¬ 
вать верхнюю оценку (2.61). 

—' Видимо, похожим образом подбирается однока¬ 
нальная система и для получения нижней оценки? — 
спросил Борис. 

— Для получения нижней оценки делается наобо¬ 
рот: берется одноканальная система с точно таким же 
входящим потоком, что и в многоканальной, но с обслу¬ 
живанием в п раз более быстрым. Причем, если в пер¬ 
вом случае поток «растягивался» за счет / 2 -кратного 
разряжения, то в этом случае время обслуживания не¬ 
которого требования ровно в п раз короче обслужива¬ 
ния точно такого же по счету требования, поступивше¬ 
го в многоканальную систему. 


148 



Для получения нижней оценки удобно проводить 
рассуждения не для среднего времени ожидания тре¬ 
бования в очереди, как в предыдущем случае, а для 
среднего времени его нахождения в системе (т. е. и в 
очереди, и на обслуживании). Но, как мы уже видели 
на примере одноканальных систем, эти две величины 
отличаются друг от друга на среднее время обслужи¬ 
вания, а оно равно 1/ц. 

Итак, входящий поток в одноканальной и многока¬ 
нальной системах одинаковый, в одноканальной систе¬ 
ме прибор работает в п раз быстрее, чем один прибор 
в /г-канальной. Таким образом, если в многоканальной 
системе работают все п приборов, скорости обслужива¬ 
ния у них равны. Но в многоканальной системе могут 
быть такие случаи, когда в системе есть требования, а 
она работает не с максимальной скоростью. Например, 
в системе находится всего одно требование, один при¬ 
бор занят, остальные {п —1) простаивают, и общая 
скорость обслуживания в п раз меньше максимальной. 
В одноканальной системе такого быть не может: пока 
остается хотя бы одно требование, система работает с 
максимальной скоростью. Это объясняет, почему в рас¬ 
сматриваемой одноканальной системе среднее время 
нахождения требований в системе меньше, чем в исход¬ 
ной многоканальной системе. Использование этого 
факта, а также нижней оценки (2.60) для одноканаль¬ 
ной системы (или нижней оценки (2.62), если входя¬ 
щий поток — эрланговский) позволяет получить ниж¬ 
ние оценки для характеристик многоканальной системы. 

Говоря о многоканальных системах, следует упомя¬ 
нуть о порядке поступления требований на обслужива¬ 
ние. О циклическом порядке мы только что говорили. 
Как мы видели, такая организация — не самая лучшая 
с точки зрения поступающих требований, однако такие 
системы довольно часто встречаются. 
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— я могу привести пример, — предложил Стрел- 
кин.— Кассы предварительной продажи билетов обыч¬ 
но находятся в отдельном помещении. Несколько касс 
обслуживают одно направление. Пассажиры заходят з 
это помещение и сразу становятся в очередь к какой-то 
кассе. Конечно, здесь нет четкого циклического деления 
по кассам, но приблизительно так и получается. 

— Но в вашем примере не бывает так, что одна кас¬ 
са свободна, а к другой стоит очередь, как случается в 
циклических системах, — возразила Галя. 

— Конечно, как только одна очередь заметно уко¬ 
ротится, кто-нибудь из длинной очереди в нее перей¬ 
дет, — согласился Стрелкин. 

— Здесь мы столкнулись с примером более сложной 
системы, — объяснил Александр Андреевич. — Поря¬ 
док присоединения к очереди в первом приближении 
можно считать циклическим, но, кроме этого, мы стал¬ 
киваемся здесь с таким явлением, как возможность пе¬ 
рехода из одной очереди в другую. Такими системами, 
по сути дела, является большинство магазинов, мас¬ 
терских и других учреждений, где в очереди стоят люди. 
Как только кто-то видит, что в соседней очереди он мо¬ 
жет простоять меньше, он постарается в нее перейти. 

— Раз системы с возможностью перехода из очере¬ 
ди в очередь существуют в жизни, наверно, они изуча¬ 
ются и в теории массового обслуживания? — предполо¬ 
жил Борис. 

— Изучаются, — подтвердил Александр Андреевич,— 
но вряд ли я смогу сообщить вам какие-нибудь прос¬ 
тые результаты, касающиеся этих систем. Я хотел бы 
вернуться к разговору о порядке доступа требований 
непосредственно на приборы и поговорить о еще одном 
типе систем. Как вы помните, в системах с цикличес¬ 
ким обслуживанием требованиям приходится ожидать 
в среднем больше, чем в обычных системах. Легко за- 
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метить, что среднее время работы приборов в этой сис¬ 
теме не отличается от той же характеристики в обыч¬ 
ной системе. А вот пример системы, в которой требо¬ 
вания ожидают столько же, сколько в простых много¬ 
канальных системах, а приборы работают по-другому. 
Представьте себе, что все приборы пронумерованы от 
1 до /г и, если свободно несколько приборов, требова¬ 
ние занимает прибор с меньшим номером. В такой сис¬ 
теме максимальную нагрузку будет испытывать первый 
прибор, а минимальную — п-й. 

— По-видимому, примером может служить двухка¬ 
нальная система,где один прибор основной, а второй — 
резервный, и подключается, когда возникает оче¬ 
редь, — сказал Борис. 

— Еще один класс многоканальных систем, о кото¬ 
рых я хотел рассказать, — продолжил рассказ Алек¬ 
сандр Андреевич, — это системы с взаимопомощью 
между приборами. При наличии очереди они работают 
так же, как обычные многоканальные системы. Но ког¬ 
да количество требований в системе становится мень¬ 
ше числа приборов, освободившиеся приборы «помо¬ 
гают» тем, которые еще заняты обслуживанием требо¬ 
ваний. Например, если в двухканальной системе один 
прибор освободился, он приходит на помощь работа¬ 
ющему прибору и вместе они заканчивают обслужива¬ 
ние требования в два раза быстрее. Если в процессе 
такой «совместной» работы поступит новое требование, 
«прибор-помощник» переключается на его обслужива¬ 
ние и каждый прибор обслуживает свое требование. 

— Александр Андреевич, вы говорили, что приборы 
могут располагаться не только параллельно, но и после¬ 
довательно. Кажется, вы называли такие системы мно¬ 
гофазовыми? — спросила Галя. 

— Да, действительно, я говорил о многофазовых 
системах. Помните, я упоминал о том, что многофазо- 
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ВЫ0 системы могут быть одновременно и многоканаль¬ 
ными на всех или нескольких фазах. Трудности при 
исследовании многофазовых систем возникают в основ¬ 
ном из-за того, что потоки требований, переходящих с 
одной фазы на другую, как правило, имеют весьма 
сложную структуру. Давайте будем пояснять наши рас¬ 
суждения на примере двухфазовой системы. Так вот, 
поток, выходящий с первой фазы, как правило, имеет 
неограниченное последействие. Этот поток поступает на 
вторую фазу, и мы, таким образом, сталкиваемся с сис¬ 
темой массового обслуживания, на вход которой посту¬ 
пает поток с неограниченным последействием. Совсем 
недавно мы говорили о том, что такие системы почти 
не поддаются аналитическому исследованию. Правда, 
есть небольшое число исключений, когда выходящий 
поток все же является рекуррентным. К счастью, к ним 
относится (может быть, вы помните, мы упоминали об 
этом) такой важный для нас случай, когда входящий 
поток первой фазы — простейший, а обслуживание на 
всех приборах первой фазы — показательное. Более 
того, в этом случае выходящий поток так же, как и вхо¬ 
дящий, — простейший. Как правило, когда возникает 
необходимость рассчитать многофазовую систему, де¬ 
лают предположение о том, что входящий поток явля¬ 
ется простейшим, а продолжительность обслуживания 
распределена по показательному закону. 

Однако трудности при расчете многофазовых систем 
возникают не только из-за свойств выходящего потока, 
но и из-за ограничений, часто налагаемых на порядок 
прохождения требований через фазы. Самый простой 
случай — это когда очередь перед второй фазой не ог¬ 
раничена. Если и перед первой фазой очередь не ог¬ 
раничена, то система просто распадается на две одно¬ 
фазовые системы с неограниченными очередями. Но 
очень часто число мест для ожидания на второй фазе 
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ограничивается, как это было в примере с сортировоч¬ 
ной станцией, который мы разбирали в начале нашего 
разговора. И вот тут возникают различные частные 
случаи. Что произойдет, если вторая очередь заполнит 
все отведенные ей места, и первая фаза закончит об¬ 
служивание еще одного требования? 

— Тогда прибор, закончивший обслуживание этого 
требования, заблокируется. Так было в примере со 
станцией, — ответил Стрелкин. 

— Это только один из возможных случаев. В этой 
системе имеется обратная связь между второй и пер¬ 
вой фазами: состояние первой фазы зависит от того, что 
делается на второй. Бывают системы с ограниченной 
очередью второй фазы, но без обратной связи. В них 
требование, обслуженное на первой фазе и заставив¬ 
шее вторую фазу занятой, теряется, уходит из системы 
недообслуженным. 

Частным случаем являются системы с отсутствием 
мест для очереди на всех фазах, кроме первой. Среди 
них могут быть системы с блокировкой и с потерями 
между фазами, но возможен и еще один случай, когда 
при прохождении одним требованием всех фаз осталь¬ 
ные требования ожидают в очереди перед первой фа¬ 
зой, пока обслуживаемое требование не покинет систе¬ 
му. Здесь тоже происходит блокировка, но блокируются 
все фазы системы, кроме той, которая занята обслужи¬ 
ванием. 

— Итак, вы видите, — подытожил Александр Анд¬ 
реевич, — сколь разнообразны системы массового об¬ 
служивания. Системы, которые встречаются в практи¬ 
ческой деятельности человека, могут быть одновремен¬ 
но многофазовыми, многоканальными, с приоритетным 
обслуживанием, ограниченными очередями, блокиров¬ 
кой, сложными распределениями интервалов входяще¬ 
го потока и обслуживания. Конечно, если вам когда-ни- 
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будь придется работать с такорі сложной системой, для 
ее расчета вам скорее всего не хватит того математи¬ 
ческого аппарата, о котором мне удалось рассказать, 
однако вы сможете правильно описать систему и поста¬ 
вить задачу ее решения. 

— Александр Андреевич, — сказал Борис, — я дав¬ 
но хочу задать вам один вопрос. Во всех случаях, о ко¬ 
торых вы рассказывали, требования приходили в сис¬ 
тему из какого-то неизвестного нам источника, и мо¬ 
менты их поступления никак не зависели от состояний 
системы. Всегда мы рассуждаем, например, так: «Пусть 
в систему массового обслуживания поступает простей¬ 
ший поток требований...». И поток будет одним и тем 
же и когда в системе находится одно требование, и 
когда их будет десять тысяч. Между тем, я могу при¬ 
вести случай, когда поток очень сильно зависит от того, 
сколько требований уже находится в системе, а при не¬ 
которых ее состояниях вообще может преікращаться. 
Моим примером будет работа такой системы обслужи¬ 
вания, как локомотивное депо. Я не очень хорошо пред¬ 
ставляю себе локомотивное хозяйство и, наверно, до¬ 
пускаю технологические неточности, но дело обстоит 
так. К локомотивному депо приписано несколько локо¬ 
мотивов, например 10. Время от времени все локомоти¬ 
вы проходят профилактику. Кроме того, с некоторыми 
происходят поломки, и они направляются в депо на ре¬ 
монт. Чем больше локомотивов находится на профи¬ 
лактике и ремонте, тем меньше их может поступать в 
депо, и поток требований в систему уменьшается. В 
предельном случае, когда все 10 локомотивов находятся 
в депо, поток новых поступлений прекращается. Такая 
система не подходит ни под одно из определений, с ко¬ 
торыми вы нас познакомили. 

— Вы затронули очень интересную и весьма суще¬ 
ственную область в теории массового обслуживания, — 


154 



ответил после некоторого размышления Александр 
Андреевич.—Действительно, Борин пример не уклады¬ 
вается в рамки той теории, о которой я рассказывал 
Для того чтобы объяснить, в чем тут дело, мне нужно 
ввести еще одну небольшую классификацию в теорию 
массового обслуживания. Все системы массового об¬ 
служивания дополнительно к тем классам, о которых 
мы уже говорили, можно разделить на две части: р а- 
зомкнутые системы и замкнутые. Все без иск¬ 
лючения системы, о которых мы говорили, являются 
разомкнутыми. Разомкнутость состоит в том, что между 
состоянием системы и входящим потоком нет обратной 
связи. Все требования как бы поступают из неисчерпае¬ 
мого (бесконечного) источника в соответствии с каким- 
то вероятностным законом. Наряду с разомкнутыми су¬ 
ществуют замкнутые системы, в которых эта обратная 
связь есть. Здесь требования поступают уже из неко¬ 
торого ограниченного (конечного) источника. Общее 
количество требований в источнике и системе постоян¬ 
но, и чем больше их в системе, тем меньше в источни¬ 
ке, поток же новых требований в систему уменьшается. 
В Борином примере система — это депо, где локомоти¬ 
вы ремонтируются или ожидают ремонта, а источник— 
та часть железнодорожной сети, на которой работают 
локомотивы, приписанные к этому депо. 

К замкнутым системам относится все то, что мы 
говорили о разомкнутых: они могут быть многоканаль¬ 
ными, многофазовыми, приоритетными и т. д. Вообще- 
то, если го'ворить строго, то практически все встреча¬ 
ющиеся системы являются замкнутыми. Например, ма¬ 
газин мы считали системой разомкнутой, однако если 
принять во внимание, что население Земли — конечная 
величина и очередь в магазин не может этой величины 
превзойти, то надо считать магазин замкнутой систе¬ 
мой массового обслуживания. Однако во .многих случа- 
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ях источник требований столь велик, что его вполне 
можно считать бесконечным. Даже если ограничить ко¬ 
личество возможных посетителей магазина числом жи¬ 
телей близлежащего района, то это число настолько 
превосходит реальное количество посетителей, одновре¬ 
менно находящихся в магазине, что такую систему 
практически без погрешностей можно считать разомк¬ 
нутой. Однако в Борином примере число локомотивов 
невелико, и если считать депо разомкнутой системой 
массового обслуживания, то цифры, которые мы полу¬ 
чим в результате расчета, могут очень сильно отличать¬ 
ся от того, что происходит в реальных условиях. 

— При каком числе требований в системе и источ¬ 
нике замкнутую систему можно с достаточной точно¬ 
стью заменить разомкнутой? — спросила Галя. 

— Это сложный вопрос. Число требований, цирку¬ 
лирующих между источником и системой, — не един¬ 
ственная и, может быть, даже не главная величина, 
влияющая на погрешность при замене замкнутой сис¬ 
темы разомкнутой. Тут очень важно, какая часть в.сех 
требований находится в источнике, а это зависит от на¬ 
грузки системы. Если нагрузка велика и большая часть 
требований систематически стоит в очереди, такая сис¬ 
тема плохо аппроксимируется разомкнутой моделью. В 
этой системе в источнике находится мало требований, и 
каждое изменение числа требований в нем может силь¬ 
но влиять на поток поступлений в систему. Такой поток 
очень трудно считать рекуррентным. Наоборот, если 
нагрузка системы мала, большая часть требований сис¬ 
тематически находится в источнике, поток поступлений 
в систему имеет примерно постоянную интенсивность, и 
модель разомкнутой системы может оказаться вполне 
пригодной. 

— А в чем смысл замены замкнутой системы ра¬ 
зомкнутой? — поинтересовался Борис. 
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Рис. 2.19 

— Дело в том, что замкнутые системы в общем слу¬ 
чае рассчитывать значительно труднее, чем разомкну¬ 
тые. И очень часто получить результат удается именно 
путем размыкания системы. 

— Интересно, есть ли замкнутые системы, которые 
можно посчитать аналитически какими-то прямыми ме¬ 
тодами? — спросила Галя. 

— Если есть, то это, наверно, системы, где все слу¬ 
чайные величины распределены по показательным за¬ 
конам, — предположил Борис. 

— Вы совершенно правы. Этот случай действитель¬ 
но аналитически рассчитывается, и расчет настолько 
прост, что, как мне кажется, о нем можно рассказать. 
Давайте будем говорить, как это мы делали и раньше, 
об одноканальной системе. В замкнутой системе важной 
величиной является период нахождения требования в 
источнике. Если говорить о Борином примере, то это 
период исправной работы локомотива. Обозначим сред¬ 
нюю продолжительность исправной работы 1/р. Если 
на линии (в источнике) находится в какой-то период к 
локомотивов, то интенсивность потока, поступающего в 
систему, равна кі^. Обслуживание требований пусть 
производится по показательному закону, средняя про¬ 
должительность обслуживания І/\і. Общее число требо¬ 
ваний, циркулирующих в системе, N. Давайте изобра¬ 
зим граф возможных состояний такой системы (рис. 
2.19). Состояние (й=0,1, ..., М) соответствует к тре¬ 
бованиям в системе. Как вы, наверно, заметили, этот 
граф отличается от всех, которые мы рисовали раньше, 
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тем, что интенсивности переходов «слева направо», т. е. 
переходов, соответствующих приходу новых требова¬ 
ний, неодинаковы и зависят от того, к какому состоя¬ 
нию они относятся. По известному нам мнемоническому 
правилу можно написать соответствующую этому графу 
систему уравнений: 

[(Л^— Рк — {М — к-\-\)'^ріг-і -1- \хрк+1, 

0<к<Ы\ 

' Ѵ-Рм = ^Ры-Ѵ 

N 

2 = 1 • 

А=0 


Число требований в очереди такой системы п, сле¬ 
довательно, число уравнений (2.64) ограничено, но ог¬ 
раничение это является не искусственным условием, а 
естественным следствием конечности числа требований 
в системе и источнике. Выразим все вероятности состо¬ 
яний через ро. Для этого перепишем (2.64) так: 


Рі 

Р2 


{І.2 


Ро\ 


\ Ріг = 


М{М—1)...{М — к+ 1)р- 




к 


Ро\ 0<к<М; 


(2.65) 





Л^(Л^—1).. 




N 


= 1 . 



Ро> 


1^8 





Если мы просуммируем все уравнения (2.65), кроме 
последнего, и прибавим р^, то, воспользовавшись послед¬ 
ним уравнением, получим 

+7Ѵ(?/[і^) + УѴ(УѴ -1)(р/^.)2 + ...+ЛА(УѴ_1)... 

- ( 2 . 66 ) 

Таким образом, уравнения (2.65) и (2.66) полностью 
выражают вероятности состояний замкнутой системы 
через параметры потока требований и обслуживания. 
Вы можете сравнить эти формулы с выражениями для 
аналогичной разомкнутой системы (2.37) и (2.38) и убе¬ 
диться в том, что расчет для разомкнутой системы де¬ 
лать значительно легче. 

— Вот теперь, пожалуй, мы поговорили с вами о 
всех основных типах систем массового обслуживания. 
Конечно, есть много других случаев, которые и на прак¬ 
тике встречаются, и в теории массового обслуживания 
рассматриваются. Но они, как правило, носят частный 
характер, и с ними вы сможете познакомиться, если са¬ 
ми заглянете в специальную литературу. Вы хотите что- 
то спросить. Боря? 

— Скажите, пожалуйста, а рассматриваются ли в 
рамках теории массового обслуживания какие-нибудь 
задачи оптимизации? 

— Рассматриваются, и даже в нескольких аспек¬ 
тах. Я расскажу только о некоторых подходах к зада¬ 
чам оптимизации в массовом обслуживании. Даже при 
рассмотрении самой простой одноканальной системы 
может возникнуть вопрос, какие распределения дли¬ 
тельности интервалов входящего потока и обслужива¬ 
ния при фиксированных средних значениях дают наи¬ 
меньшие простои требований в очереди. Из формулы 
Полячека—Хинчина (2.56) для системы с простейшим 
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входящим потоком и из верхней оценки (2.59) для про¬ 
извольного потока видно, что чем меньше дисперсии 
входящего потока и обслуживания, т. е. чем меньше 
неслучайности», тем меньше ожидают требования в сис¬ 
теме. В предельном случае, когда и интервалы входя¬ 
щего потока и интервалы обслуживания детерминирова¬ 
ны, очереди вообще никогда не бывает, и требования 
начинают обслуживаться сразу же после прибытия. 
Отсюда можно сделать вывод: даже если не в ваших 
силах изменить входящий поток, старайтесь сделать 
интервалы обслуживания как можно более близкими 
друг другу, и требования в вашей системе будут мало 
простаивать. 

— Вот любопытно,—воскликнула Галя, — из ниж¬ 
ней оценки (2.60) для средней длины очереди получа¬ 
ется, что даже если нагрузка в системе очень мала, на¬ 
пример 0,001, а дисперсия интервалов обслуживания 
огромна, то и очередь при такой ничтожной нагрузке 
будет огромной. Неужели это возможно? 

— Конечно, При малой нагрузке очередь может 
быть сколь угодно велика. Но для этого входящий по¬ 
ток должен быть «уродом»: его интервалы имеют гро¬ 
мадный разброс. На практике мы никогда с такими по¬ 
токами не встречаемся, поэтому ваше открытие и по¬ 
казалось вам странным. 

Но эта оптимизация, так сказать, элементарна. Она 
преследует цель просто сократить время ожидания. Бо¬ 
лее сложные задачи оптимизации возникают там, где 
имеется некоторый экономический функционал, вклю¬ 
чающий доходы от работы системы и затраты на под¬ 
держание ее нормального функционирования. В систе¬ 
мах с несколькими потоками простои требований из 
разных потоков могут обходиться дороже или дешевле, 
то же самое может относиться и к стоимостям обслу¬ 
живания разных требований. В оптимальном режиме 
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такой системы некоторые требования, быть может, це¬ 
лесообразно пропустить раньше, другие стоит задер¬ 
жать. Здесь возникают задачи об оптимальном назна¬ 
чении приоритетов, решение этих задач — одна из важ¬ 
ных проблем специалистов, которые занимаются прио¬ 
ритетными системами массового обслуживания. 

Такую оптимизацию можно назвать статической в 
том смысле, что она проводится перед созданием сис¬ 
темы, при ее проектировании. Однако в массовом об¬ 
служивании рассматривается ряд задач, где оптимиза¬ 
ция производится постоянно в процессе функциониро¬ 
вания системы. Это задачи об оптимальном управлении 
системами массового обслуживания. Но прежде чем 
говорить об оптимальном управлении, нужно оказать о 
том, что такое управление системой обслуживания. 

Помните, мы говорили о системе с резервными при¬ 
борами. Эти приборы автоматически включались, как 
только возникала очередь. Теперь представьте, что вклю¬ 
чение и выключение прибора связаны с какими-то рас¬ 
ходами. Вы можете управлять системой и включаете 
дополнительные приборы по своему усмотрению. Пусть 
образовалась небольшая очередь перед тем прибором, 
который работал с самого начала. Простой требований, 
ожидающих обслуживания, связан с расходами. В та¬ 
кой ситуации вы сравниваете, что вам выгоднее: про¬ 
должать обслуживание требований одним прибором и 
нести расход, связанный с простоем требований, или ус¬ 
корить их прохождение через систему, включив допол¬ 
нительный прибор, и при этом понести расход, связан¬ 
ный с его включением. Когда очередь достигнет неко¬ 
торой величины, стоимость простоя превысит стоимость 
включения, и вы включите еще один прибор. Теперь 
предположим, что очередь уменьшается. Так как едини¬ 
ца времени работы прибора имеет свою стоимость, при 
некоторой очереди стоимость простоя имеющихся в 
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ней требований может стать меньше стоимости эксплу¬ 
атации двух приборов, и вы выключите второй прибор. 
Но если и выключение прибора имеет свою стоимость, 
вы можете задержать его, имея в виду возможность по¬ 
явления новых требований, из-за которых вновь придет¬ 
ся проводить включение и нести дополнительные расхо¬ 
ды. Этот пример — типичная управляемая система. Она 
имеет стоимости простоя требований, работы приборов, 
их включения и выключения. Управление вы стараетесь 
выбрать таким образом, чтобы некоторый функционал, 
включающий все эти стоимости, минимизировался (ес¬ 
ли речь идет о расходах) или максимизировался (если 
речь идет о доходах). Если вам удалось выбрать уп¬ 
равление, при котором этот функционал достигает сво¬ 
его экстремума, можно говорить об оптимальном управ¬ 
лении. 

В описанной системе происходит изменение скоро¬ 
сти обслуживания требований путем подключения до¬ 
полнительных приборов. Прибор может быть и один, но 
иметь «набор» различных скоростей обслуживания (при¬ 
чем более быстрое обслуживание обходится дороже). 
Принципиальной разницы здесь нет. Частным случаем 
является система с одним прибором, одной скоростью 
обслуживания и возможностью включения и выключе¬ 
ния. Выключение ничего не стоит и производится, когда 
система оказывается пустой, а включение связано с 
расходами. Прибор имеет смысл включать не сразу 
после прихода первого требования, а спустя некоторое 
время, когда очередь достигнет определенной длины. В 
этом случае прибору обеспечена продолжительная ра¬ 
бота без выключения. Такая организация работы при¬ 
водит к сокращению числа включений и связанных с 
ними расходов. С другой стороны, очередь, которая со¬ 
бирается перед включением прибора, не должна быть 
слишком большой, иначе расходы, связанные с просто- 
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Рис. 2.20 

ем требований, превзойдут экономию от сокращения 
числа выключений. Возникает задача об отыскании оп¬ 
тимальной длины очереди, при которой следует произ¬ 
водить включение прибора. 

Существует много других задач управления систе¬ 
мами массового обслуживания — управляемыми могут 
быть порядок выбора из очереди на обслуживание, ин¬ 
тенсивность входящего потока, распределение приори¬ 
тетов между требованиями разных типов. В некоторых 
случаях в управлении принимают участие сами требо¬ 
вания: они могут присоединяться к очереди или нет, 
если им это невыгодно. 

Рассматриваются и так называемые системы с уп¬ 
равляющим центром. Под центром понимается некото¬ 
рая другая система, работе которой подчинена работа 
управляемой системы. При изменении состояний управ¬ 
ляющего центра в управляемой системе может изменять¬ 
ся, например, интенсивность входящего потока или ин¬ 
тенсивность обслуживания. Давайте в качестве приме¬ 
ра рассмотрим управляемую одноканальную систему с 
простейшим входящим потоком, показательным распре¬ 
делением длительности обслуживания и неограниченной 
очередью. Эта система управляется каким-то центром, 
который может принимать два состояния, переход меж¬ 
ду этими состояниями происходит с интенсивностями 
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т ]1 и г] 2 . Если управляющий центр находится в состоя¬ 
нии 1, в системе массового обслуживания интенсивности 
входящего потока и обслуживания Яі и ць а если в сос¬ 
тоянии 2, то соответственно %2 и Ц 2 - На рис. 2.20 пока¬ 
зан граф состояний этой системы. Состояние Хи\ оз¬ 
начает, что в управляемой системе к требований, а уп¬ 
равляющий центр находится в состоянии 1. Состояние 
Хи 2 означает, что при том же числе требований управ¬ 
ляющий центр находится в состоянии 2. Если все рас¬ 
пределения в системе являются показательными, то 
молѵно написать уравнения для ее состояний и получить 
нужные характеристики. 

— Мне кажется, то, что я рассказал вам, — сказал 
Александр Андреевич, отложив карандаш, — достаточ¬ 
но, чтобы представить, насколько, с одной стороны, 
сложна наука об очередях, а с другой стороны, как мно¬ 
го практических приложений в различных областях она 
охватывает. 

— Помните, — обратился Борис к Стрелкину, — вы 
сказали утром, что все очереди одинаковы? 

— Сдаюсь, сдаюсь, — поднял руки Стрелкин. — 
Теперь я совсем так не думаю. Интересно, а есть ли ка¬ 
кая-нибудь практическая польза от этой теории? Может 
быть, вы знаете? 

— Практическая польза есть от любой математиче¬ 
ской теории, а от теории массового обслуживания тем 
более, поскольку эта область прикладной математики 
возникла из нужд практики. Без теории массового об¬ 
служивания немыслимы расчет и конструирование сов¬ 
ременных телефонных станций и линий связи, вычисли¬ 
тельных систем и систем городского хозяйства. На же¬ 
лезнодорожном транспорте с помощью теории массово¬ 
го обслуживания рассчитывают перед строительством 
или іМодернизацией технические средства на сортиро¬ 
вочных станциях, на водном транспорте определяют не- 
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обходимое количество причалов в портах, па автомо¬ 
бильном — размеры станций технического обслужива¬ 
ния. Методы теории массового обслуживания проникли 
в такие, казалось бы, далекие области, как создание 
сетей искусственных спутников и организация службы 
скорой помощи, социология и размещение пожарных 
частей в городе, вычислительная техника и организа¬ 
ция туристических экскурсий. Недаром теория массово¬ 
го обслуживания, возникшая немногим более полувека 
назад, насчитывает в настоящее время несколько десят¬ 
ков книг и несколько тысяч статей в научных журна¬ 
лах. Чем сложнее будут технические и социальные сис¬ 
темы, с которыми столкнется наука в своем развитии, 
тем больше будет нуждаться она в математических те¬ 
ориях, и не в последнюю очередь — в теории массового 
обслуживания. 



БЕСЕДА ТРЕТЬЯ 

Чем сложнее, тем проще 

(Динамика средних) 


Сельский пейзаж за окном сменился видами город¬ 
ской окраины. Поезд застучал на стрелках и из-под его 
колес побежали в сторону новые рельсы. Они сходи¬ 
лись и расходились, не решаясь, как будто, отходить 
далеко от основного пути, а потом резко ушли в сторо¬ 
ну и, растекаясь, заполнили открывшееся пространст¬ 
во. Всюду, насколько было видно, стояли вагоны, тыся¬ 
чи вагонов, между ними сновали казавшиеся малень¬ 
кими тепловозы. 

— Сортировочная станция, — кивнул на окно 
Стрелкин. — Между прочим, не самая большая. 

— Да-а, сложное у вас хозяйство, — сказал Алек¬ 
сандр Андреевич, давно уже молча смотревший в ок¬ 
но. — Столько вагонов, и каждый нужно отправить по 
назначению. Впрочем, — он улыбнулся, — я слыхал, 
что вагоны иногда попадают и не по адресу? 

— Случается, но редко. И каждый такой случай — 
ЧП. У нас есть тщательно разработанная система конт¬ 
роля и проверок, так что стараемся работать без бра¬ 
ка. Сортировочная станция — это как большой поч¬ 
тамт: собираем вагоны, сортируем их и отправляем по 
разным адресам. Конечно, хозяйство у нас побольше и 
посложнее, чем на почте, и несведущему человеку по¬ 
кажется странным, как можно управиться со всей этой 
махиной, но железнодорожники делают это уверенно, 
И, между прочим, как я Вам уже говорил, иногда об¬ 
ходятся -без математики. 

— Как же вы это делаете? 

— Практика, голая практика. Годами, десятилетия¬ 
ми вырабатывались правила, составлялись подробней¬ 
шие инструкции. Вот по ним и работаем. Ну, и, конечно, 
опыт. 

— Но ведь с годами ваши станции увеличивались и 
усложнялись, железнодорожная сеть расширялась, дви¬ 
жение становилось интенсивнее. Рано или поздно, в лю- 
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бой области практической деятельности наступает мо¬ 
мент, когда старые методы становятся неэффективны¬ 
ми. Предположим, что вас еще устраивают давно сос¬ 
тавленные инструкции, но не задумывались ли вы о 
том, что когда-нибудь, и, быть может довольно скоро, 
возникнет необходимость в новых, более современных 
способах управления? 

— Вы, наверно, имеете в виду автоматизированное 
управление, АСУ? — спросил Борис. — Я знаю, что 
автоматизированные системы управления внедряются 
на железных дорогах, на некоторых сортировочных стан¬ 
циях уже стоят вычислительные машины. Но чем здесь 
помогает математика? 

— Дело в том, что разработка сложной системы, 
особенно такой, как система управления, не может 
обойтись без предварительного математического расче¬ 
та. 

— Да, но математическому расчету поддаются до¬ 
вольно простые системы, если же система сложна, ма¬ 
тематика оказывается бессильной. 

— Вот в этом я с вами согласиться не могу, — улыб¬ 
нулся Александр Андреевич. — Знаете ли вы, что иног¬ 
да чем сложнее система, тем проще и точнее ее можно 
рассчитать? 

— Не может быть! Весь мой, может быть, неболь¬ 
шой опыт убеждает меня в противном. 

— Слышали ли вы о методе динамики средних? 

— Кажется, не приходилось. А ты, Галя? 

— Нет. 

— И я в первый раз слышу, — сказал Стрелкин. — 
Интересно, о чем это? 

— Динамика средних — это сравнительно хмолодая 
область прикладной математики, которая занимается 
изучением сложных систем, состоящих из большого чис¬ 
ла элементов. Давайте рассмотрим, например, локомо- 
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тивы, обслуживающие 
движение поездов на по¬ 
лигоне сети. Ежедневно 
на участки выходят де¬ 
сятки локомотивов. Для 
простоты будем считать 
все локомотивы одинако¬ 
выми, и наша система 
будет состоять из одно¬ 
родных элементов. Вооб¬ 
ще же методы динамики средних применимы и для си¬ 
стем с неоднородными элементами. Но продолжим. 

— Каждый элемент системы — локомотив — может 
находиться в одном из нескольких состояний. Укажите 
нам их, пожалуйста, — обратился к Стрелкину Алек¬ 
сандр Андреевич. 

— В каких состояниях может находиться локомо¬ 
тив?— задумчиво переспросил Стрелкин. — Их немного: 
исправное состояние — раз. Если случается поломка^ 
возможны варианты: ремонт на месте и ремонт в депо. 

— На определение неисправности уходит время — 
это тоже состояние? 

— Да, поиск неисправности — второе состояние. В 
некоторых случаях после определения неисправности 
приступают к ремонту на месте. 

— Скажем так: с вероятностью ^ производится ре¬ 
монт на месте. 

— Хорошо. С вероятностью ^ ремонт производится 
на месте. Это третье состояние. После окончания ре¬ 
монта локомотив возвращается в первое состояние — 
продолжает работу на линии. С вероятностью (1 —^) 
ремонт на месте произвести нельзя. Локомотив следует 
в депо и там его ремонтируют — это четвертое состоя¬ 
ние. После третьего и четвертого состояний локомотив 
возвращается в первое. 



Рис. з.і 
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— Посмотрим на рисунок (рис. 3.1), — сказал 
Александр Андреевич. — Здесь я изобразил граф воз¬ 
можных состояний каждого элемента системы — локо¬ 
мотива. Давайте сразу проставим около стрелок интен¬ 
сивности соответствующих переходов — так мы делали 
в задачах массового обслуживания. 

— А что здесь понимать под интенсивностью пере¬ 
хода? 

— Назовем интенсивностью выхода из состояния Хі 
величину, обратную среднему времени нахождения эле¬ 
мента в этом состоянии. — обозначим ее Если из сос¬ 
тояния Хі только один выход, то Хі и будет интенсивно¬ 
стью перехода. Когда выходов несколько, то если по не¬ 
которому выходу производится переход с вероятностью 

интенсивность соответствующего перехода будет дХі. 
Предположим, что в нашем примере все Яг и ^ извест¬ 
ны — эти величины можно получить при достаточно 
длительном наблюдении за работой исследуемых объ¬ 
ектов. Как нам найти характеристики одного элемента? 

— Какие характеристики надо искать? 

— Ну, например, предельные вероятности состояний 
Рі, р 2 , Рз и р 4 для стационарного режима. 

— А как распределены продолжительности нахожде¬ 
ния элементов в разных состояниях? 

— Это, конечно, очень существенно. Давайте для 
простоты будем считать, что распределения всех случай¬ 
ных величин — показательные. 

— Тогда мы имеем дело с марковским случайным 
процессом? — спросил Борис. 

— Да, действительно, в системе с показательными 
распределениями времени нахождения во всех состояни¬ 
ях протекает марковский процесс и, следовательно, для 
составления уравнений относительно вероятностей со¬ 
стояний рь р 2 , Рз и р 4 можно использовать то самое мне¬ 
моническое правило, которым мы так часто пользова- 
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лись, когда говорили о массовом обслул^ивании. Давай¬ 
те его вспомним: «Предельная вероятность і-го состоя¬ 
ния, умноженная на сумму интенсивностей потоков, пе¬ 
реводящих систему (в нашем случае это пока один эле¬ 
мент) в другие состояния, равна сумме произведений 
предельных вероятностей состояний, из которых можно 
перейти в і-е за один шаг, на интенсивности этих перехо¬ 
дов». Итак, напишем для графа состояний элемента, 
изображенного на рис. 3.1, систему уравнений, не забы¬ 
вая при этом, что сумма вероятностей равна единице: 


і2Р2=^^іРъ 

/^1 + /^2 + /^ З+А = 1 • 


(3.1) 


— Вы забыли уравнение Х4Р4=(1— Я)'^ 2 Р 2 ^ — под¬ 
сказала Галя. 

— Это уравнение нам не нужно — у нас уже есть че¬ 
тыре уравнения для четырех неизвестных. Оно линейно 
зависит от остальных уравнений, — сказал Борис. — 
Мы уже сталкивались с таким случаем. 

— Я не совсем понимаю, о чем идет речь, — вмешал¬ 
ся Стрелкин. — Александр Андреевич собирался рас¬ 
сказать о новом методе исследования сложных систем 
со многими элементами, а вместо этого мы говорим о 
вещах, нам уже хорошо известных: как решить задачу 
для одного элемента. 

— Немного терпения, — улыбнулся Александр Ан 
дреевич. — По новому методу уравнения для всей си¬ 
стемы получаются из уравнений для одного элемента. 
Какие характеристики системы будут нас интересовать? 

— По-видимому, надо знать, сколько локомотивов 
работают, сколько ремонтируют в депо и на линии. 
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сколько стоит неисправными, — подумав, ответил Стрел- 
кин. 

— Иными словами, нас будут интересовать численно¬ 
сти состояний Хі, А"з и Х^\ Хь означает число эле¬ 
ментов, находящихся в состоянии Хі . При этом 


+ ^4= N. (3.2) 

где N — число всех элементов, в нашем случае локо¬ 
мотивов. Численности состояний X і — случайные величи¬ 
ны. Нас будут интересовать математические ожидания 
ті = М[Хі] и дисперсии Оі — О [X і] численностей со¬ 
стояний. 

Совершенно ясно, что если проводить исследование 
обычными методами, то надо решать систему, состоя¬ 
щую из очень большого числа уравнений. Действитель¬ 
но, мы знаем, что для каждого состояния пишется свое 
уравнение, и количество состояний огромно: это коли¬ 
чество возможных комбинаций состояний всех элемен¬ 
тов. Мы будем действовать по-другому. Введем вспомо¬ 
гательные величины которые определим так: 


’ 1, если т-и элемент находится в состоянии .г/ (/?г=1, 2, ... , М 
^Т=\ Ь 2» 3, 4). 

[о, если не находится. 

УѴ 

Ясно, что 2 . 

/ 72=1 


И 


ті=М[Хі]=М 


г ЛГ 

Ххт 

/ 72=1 


УѴ 


--'^м[хт]. (3.3) 

/72 = 1 


Так как отдельные элементы независимы мел^ду со- 


оои. 


0і=0[Хі[=0 


■ УѴ 

2 хТ 

/ 72=1 


N 


/ 72=1 


(3.4) 
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Каждый элемент в произвольный момент времени 
находится в состоянии Хі с вероятностью рі (и, следо¬ 
вательно, не находится с вероятностью 1— рі). Следо¬ 
вательно, 

М\Х?]^Оі\~рі)+Ір,^Рі (3.5) 


И 


о [хт] ={о~м [хт])\і - Рі) + 

+ {і-М[Х?]Урі =Рі{і -Рі). 


(3.6) 


Так как элементы однородны, из (3.3) и (3.4) сле¬ 
дует: 

ті=^Мрі, (3.7) 

Оі=Мрі{\-рі). (3.8) 

Вернемся к системе уравнений (3.1) для одного эле¬ 
мента. Умножим все уравнения на N 


\ X1 Nр\ — Хз ЛХ/?з Х^ N Рі, 

Хг Ырі == Хі Мрі, 

І^Мрз = д>.2^р2, 

I ІѴрі -|- NР2 “Ь ^Рз ”Ь 


(3.9) 


— Теперь все ясно, — сказал Борис. — Если подста¬ 
вить уравнение (3.7) в (3.9), получится система урав¬ 
нений для средних численностей состояний: 


Хі/Иі = Х3ОТ3-І- Х4ОТ4; 

Хзтз = ^Х2/Д2; 

. ті + т2 + т^-\- гПі — N. 


(3.10) 
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Решить такую систему не составляет труда. А вот 
как составить систему уравнений для дисперсий І9г? 

— Дисперсии Оі определяются совсем просто, систе¬ 
ма уравнений даже не требуется. Достаточно подста¬ 
вить уравнение (3.7) в (3.8): 

(3.11) 

— Теперь, — подвел итог Александр Андреевич, — 
принцип применения метода динамики средних для си¬ 
стемы, состоящей из однородных элементов с показа¬ 
тельными распределениями, вам ясен: по обычным пра¬ 
вилам составляется система уравнений для вероятнос¬ 
тей состояний одного элемента, только вместо самих ве¬ 
роятностей стоят математические ожидания численнос¬ 
тей этих состояний. 

— То, что вы рассказали, Александр Андреевич, 
просто, — сказала Галя. — Но, наверно, в динамике 
средних есть и более сложные задачи? 

— Конечно, есть. То, что я рассказал, — очень про¬ 
стой пример. Давайте его немного усложним и одновре¬ 
менно приблизим к реальности. Предположим, что не¬ 
которые локомотивы время от времени списываются. 
Естественно считать, что это может произойти, когда 
элехмент находится в состоянии Х 2 . Будем теперь говорить, 
что неисправный локомотив с вероятностью ремонти¬ 
руется на линии, с вероятностью ^2 ремонти¬ 
руется в депо и с вероятностью ( 1 —— ^ 2 ) списывает¬ 
ся. Одновременно происходит процесс пополнения чис¬ 
ленности состояний — прибывают новые локомотивы 
и попадают в состояние х\. Интенсивность этого попол¬ 
нения обозначИхМ у. Будем считать, что в среднем число 
прибывающих новых элементов равно числу списывае¬ 
мых элементов. Таким образом, величина 7 , будучи при- 
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веденной к одному элементу, равна (1— ^\—^ 2 )'к 2 р 2 ^ На 
рис. 3.2 показан граф этой системы. Напишем уравне¬ 
ния сразу для средних численностей состояний 


= + — Яі — Ча)'чт2, 

Х2/И2= >-іОТі; 

Хз/723 = ^1 Х 2 Ш 2 : 

. Х4/774 = ^2 4 ^ 2 . 


( 3 . 12 ) 


Обратите внимание на то, что здесь мы не восполь- 

4 

зовались правилом 1!іті = Ы, так как в некоторые мо- 

менты времени оно может не выполняться. 

— Александр Андреевич, — сказал Борис, — вы го¬ 
ворили, что метод динамики средних позволяет рассчи¬ 
тывать систему с большим числом элементов, причем 
чем больше элементов, тем точнее расчет. Между тем, 
из того, что вы рассказали, не видно никакой зависи¬ 
мости между числом элементов и точностью результа¬ 
тов. Этот метод одинаково хорошо применим и для двух 
и для тысячи элементов. В чем дело? 

— В разобранном нами примере действительно нет 
зависимости точности расчета от числа элементов. Здесь 
мы получили точный результат. Дело в том, что, во- 
первых, мы предположили, что все распределения слу¬ 
чайных величин — пока¬ 
зательные, а, главное, мы 
считали, что работа од¬ 
ного элемента не зави¬ 
сит от других. На прак¬ 
тике же такие «идеаль¬ 
ные» системы встречают¬ 
ся очень редко. Как пра¬ 
вило, предельные вероят¬ 
ности состояний одного 



Рис. 3.2 
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элемента зависят не только от его собственных харак¬ 
теристик, но и от работы всей системы. 

Вернемся к нашему примеру с локомотивами. Обра¬ 
тите внимание на состояние Х4. Мы считали, что среднее 
время ремонта в депо УЯ4- При этом мы негласно пола¬ 
гали, что ремонтные бригады готовы немедленно присту¬ 
пить к исправлению неисправности. На самом же деле 
это так только при условии, что в состоянии Х4 находит¬ 
ся мало других локомотивов и имеются свободные ре¬ 
монтные бригады. Если, например, в депо всего лишь 
одна ремонтная бригада, то для выполнения этого усло¬ 
вия требуется, чтобы к моменту поломки локомотива 
ни один другой локомотив не находился в состоянии Х4. 
Если нет свободных ремонтных бригад, локомотив ожи¬ 
дает в очереди, время этого ожидания входит во время 
нахождения в состоянии Х4 и влияет на интенсивность 
^4. Эта «добавка» зависит от численности состояния х^, 
причем характер этой зависимости нам неизвестен. 

— Получается, что такая задача неразрешима! — 
воскликнула Галя. 

— Точное решение получить действительно не уда¬ 
ется, но можно найти приближенное решение, — ответил 
Александр Андреевич. — Для этого нужно сделать допу¬ 
щение, которое называется «принципом квазирегуляр¬ 
ности»; считать, что интенсивности потоков событий, пе¬ 
реводящих элемент из состояния в состояние, зависят 
не от самих численностей состояний, а от их математи¬ 
ческих ожиданий Ші. Поясним действие этого принципа 
на примере. Для простоты изложения возьмем упрощен¬ 
ную схему работы элемента — локомотива. Будем счи¬ 
тать, что он может находиться в одном из двух состо¬ 
яний: х\ — исправен, работает на линии, Х2 — неиспра¬ 
вен, ремонтируется. Если бы ремонтных бригад было 
столько же, сколько локомотивов, все они ремонтиро¬ 
вались бы независимо друг от друга, и граф состояний 
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элемента имел бы вид, по¬ 
казанный на рис. 3.3, а. 
В этом случае Хі и Яг бы¬ 
ли бы постоянными вели¬ 
чинами и не зависели от 
численностей состояний. 
Система уравнений дина¬ 
мики средних, соответст¬ 
вующая рис. 3.3, а, при 
условии показательности 
распределений времени 
нахождения элемента в 
Хі и Х 2 имеет вид: 


' Хі/ 7 гі = Х2/772; 

. Щ + Щ = N. 


(3.13) 


Теперь предположим, 
что имеются три ремонт¬ 
ные бригады. Интенсив¬ 
ность переходов из не¬ 
исправного состояния в 
исправное уже не явля¬ 
ется постоянной величи¬ 
ной, а зависит от числа 
ремонтируемых элемен¬ 
тов. Обозначим эту пере¬ 
менную интенсивность 

Яг (граф состояний эле¬ 
мента— рис. 3.3, б). 

Для того чтобы опре¬ 
делить интенсивность Яг, 
приходящуюся на один 
элемент, определим вна¬ 
чале зависимость сум- 



Рис. 3.3 



Рис. 3.4 


КХгІ/Хг 
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маркой интенсивности переходов элементов из Х 2 в 
Хі от Х 2 — численности состояния Х 2 . Эта зави¬ 
симость ЦХ 2 ) показана на рис. 3.4. При Х2=3 интен¬ 
сивность ремонтов достигает наибольшего значения — 
работают все три бригады. При дальнейшем увеличении 
Х 2 интенсивность ремонта возрасти уже не может. Гра¬ 
фик на рис. 3.4 для удобства изображен в виде непрерыв¬ 
ной зависимости, хотя на самом деле эта зависимость 
дискретная. 

Теперь подсчитаем, какая интенсивность ремонта 
приходится на один элемент. Для этого суммарную ин¬ 
тенсивность ЦХ 2 ) надо разделить на Х 2 — численность 
состояния ремонта. 

\=/{Х2)ІХ2. (3.14) 

На рис. 3.5 показан вид зависимости Я 2 от Х 2 . При¬ 
меняя принцип квазирегулярности, т. е. считая, что ин¬ 
тенсивность перевода элемента из Х 2 в Хі зависит не от 
численностей состояний, а от их средних значений, сде¬ 
лаем замену Х 2 на т 2 — математическое ожидание чис¬ 
ленности состояния ремонта 

Тг = / (/И2)//И2. (3.15) 

Теперь уравнения динамики средних имеют вид: 


( Хі/иі==/(т2); 

1 /Иі+/И2=1, 


(3.16) 


где зависимость /(/« 2 ) задана графиком на рис. 3.5. 

— Какова же точность этого приближенного мето- 
да? — спросил Борис. 

— Точность зависит от числа элементов N и вида 
зависимости /(^ 2 ). Чем ближе функция / к линейной, 
тем больше точность. Что касается общего числа эле- 
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ментов, то точность возрастает с увеличением их чис¬ 
ла N. В разных задачах эта зависимость различна. Но 
на основании опыта можно сказать, что погрешность бу¬ 
дет очень мала, если число элементов равно нескольким 
сотням; если число элементов — несколько десятков, по¬ 
грешность, как правило, тоже будет находиться в допу¬ 
стимых пределах. Иногда, когда функции близки к ли¬ 
нейным, достаточно, чтобы Л^=10. 

— Но это при условии, что все распределения 
случайных величин показательные, — напомнил Бо¬ 
рис. 

— Не обязательно. Дело в том, что, как показывает 
практика использования метода динамики средних, он 
хорошо работает и в случае произвольных распределе¬ 
ний. Здесь я, к сожалению, ничего не могу доказать, а 
ссылаюсь лишь на практику. Раз распределения слу¬ 
чайных величин произвольны, мы формально не можем 
записать уравнение динамики средних, однако большое 
число элементов, массовость явления делают вид рас¬ 
пределений случайных величин не очень существенным. 
Поэтому при практическом использовании метода ди¬ 
намики средних часто даже не проводят статистическо¬ 
го исследования работы элементов для выяснения ха¬ 
рактера распределений, а сразу пишут уравнения так, 
как будто все распределения показательные. 

— Что ж, действительно оказывается, что чем слож¬ 
нее система, чем больше в ней элементов, тем точнее она 
рассчитывается, — сказал Борис. 

— И еще на одну особенность этого метода я хочу 
обратить ваше внимание, — добавил Александр Андре¬ 
евич. — Строгими математическими приемами пока не 
удалось доказать правомерность его использования в 
широком классе задач. Пока что это сделано с по¬ 
мощью метода Монте-Карло, о котором мы вскоре по¬ 
говорим. 
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— Все-таки аналитические методы применимы для 
весьма ограниченного класса систем, — сказал Бо¬ 
рис. — Система должна быть довольно простой, а слу¬ 
чайный процесс, протекающий в ней, как правило, дол¬ 
жен быть марковским. Конечно, для многих сложных 
систем можно построить упрощенные модели, поддаю¬ 
щиеся аналитическому исследованию, но при этом мы 
часто не знаем величину погрешности, которая возни¬ 
кает при такой замене. И здесь можно «с водой выплес¬ 
нуть ребенка», т. е. отказаться от каких-то существен¬ 
ных связей и зависимостей, которые, возможно, оказы¬ 
вают решающее влияние на работу всей системы. 

— Такой расчет может принести только вред, — 
заметил Стрелкин. 

— В сложных случаях нас выручит метод статисти¬ 
ческих испытаний, или, как его еще называют, метод 
Монте-Карло, — сказал Александр Андреевич. — Этот 
метод позволяет получить характеристики работы сис¬ 
тем практически любой сложности. С помощью метода 
Монте-Карло можно оценить величину погрешности, 
возникающей при использовании формул, которые либо 
получены аналитически (с предварительным упроще¬ 
нием модели), либо предложены эмпирически. Идея 
метода очень проста: вы моделируете, т. е. повторяете 
работу реальной системы в искусственных условиях и 
исследуете модель так, как вы исследовали бы работу 
настоящего объекта: собираете статистику, обрабаты¬ 
ваете ее, делаете соответствующие выводы, даете реко¬ 
мендации. 

— Зачем же строить модель? — спросила Галя. — 
Можно исследовать сам объект. 

— Самого объекта может еще не быть, — вы как 
раз должны его проектировать. Но, предположим, 
объект существует, вам нужно изменить параметры его 
работы с целью улучшения, — например, достроить до- 
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полнительные пути на сортировочной станции, причем 
это можно сделать в разных вариантах, и надо выбрать 
лучший. Естественно, вы не будете пробовать все ва¬ 
рианты по очереди. Вот тут и нужна модель, на ней 
можно опробовать все возможные изменения. Кроме 
того, благодаря применению ЭВМ для статистического 
моделирования скорость процесса, протекающего в мо¬ 
дели, может в тысячи раз превосходить скорость про¬ 
цесса, протекающего в моделируемой системе. Процесс, 
происходящий в течение многих лет, может быть 
«сжат» в несколько минут. 

В основе метода Монте-Карло лежат несколько 
ключевых понятий: алгоритм, единичный жребий, реа¬ 
лизация. Алгоритм задает все возможные изменения, 
происходящие в системе. Например, при моделирова¬ 
нии работы сортировочной станции алгоритм учитывает 
возможности прихода новых составов, появления в них 
неисправных вагонов, выхода из строя локомотивов, 
роспуска составов и т. д. Поскольку процесс в реаль¬ 
ной системе случайный, все случайности должны быть 
воспроизведены и в модели. Делается это с помощью 
единичного жребия: каждый раз, когда в системе дол¬ 
жно с некоторой вероятностью произойти одно или не¬ 
сколько событий, производится некоторое действие, 
аналогичное бросанию жребия, и в зависимости от 
исхода этого «бросания» выбирается соответствующее 
действие. Последовательность таких решений состав¬ 
ляет реализацию работы модели. Так как каждая реа¬ 
лизация складывается из цепи случайных событий, раз¬ 
ные реализации отличаются друг от друга, но каждая 
воссоздает реальную ситуацию, которая могла бы 
встретиться на настоящем объекте. 

Ключевым моментом в методе Монте-Карло явля¬ 
ется получение случайного числа, равномерно распре¬ 
деленного на отрезке [О, 1]. В настоящее время имеют- 
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Рас. 4.1 


ся десятки так называемых датчиков случайных чи¬ 
сел, задачей которых является выработка на ЭВМ чи¬ 
сел, равномерно распределенных на отрезке [О, 1]. 
Датчик случайных чисел представляет собой неболь¬ 
шую программу, которая позволяет получать распреде¬ 
ление, в большей или меньшей степени приближающее¬ 
ся к равномерному. Как правило, точность такого 
приближения прямо пропорциональна сложности про¬ 
граммы. 

— Как используются эти случайные числа? — спро¬ 
сила Галя. 

— Вот несколько примеров. Во время технического 
осмотра каждый вагон может оказаться неисправным 
с вероятностью р и исправным с вероятностью 1— р. 
Как алгоритм определит, считать ли вагон исправным 
или нет? Он обратится к датчику случайных чисел. 
Если полученное число меньше р, алгоритм будет счи¬ 
тать вагон неисправным, если больше — исправным 
(рис. 4.1). 

Другой пример. Вагон спускается с горки. Он мо¬ 
жет попасть на один из 20 путей сортировочного парка. 
С вероятностью рДі=1, 2, ..., 20) вагон попадает на 
і-ый путь. Как алгоритм выберет, на какой путь отпра¬ 
вить очередной вагон? Он обратится к датчику; если 
число г, выданное датчиком, 0<;/'<;рі, вагон «отправ¬ 
ляется» на первый путь, если Рі<.г<с.Р\Л-Р 2 — на вто¬ 
рой, если Рі+Р 2 <^<Рі+Р 2 +Рз — на третий и так да¬ 
лее (рис. 4.2). 

В этих примерах решались довольно простые вопро¬ 
сы — типа «быть или не быть» или «один из многих». 
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Очень важным в методе Монте-Карло является получе¬ 
ние непрерывно распределенных случайных величин. В 
том же примере с сортировочной станцией нужно полу¬ 
чать значения интервалов между моментами прихода 
поездов, интервалов их роспуска и так далее. Причем 
законы распределения этих случайных величин могут 
быть самыми разными, и надо уметь получать их, ис¬ 
пользуя датчик случайных чисел, т. е. равномерное 
распределение на отрезке [О, 1]. Здесь нам на помощь 
приходит одна теорема, суть которой состоит в следую¬ 
щем. 

Пусть имеется функция распределения Р(х) не¬ 
прерывной случайной величины. На рис. 4.3 эта случай¬ 
ная величина положительна, вообще же это не обяза¬ 
тельно. Р{х), как известно, принимает значения на 
отрезке [О, 1]. Возьмем функцию, обратную Р(х), обоз¬ 
начим ее Р~^(г). Оказывается, что если брать числа г, 
равномерно распределенные на отрезке [О, 1], то значе¬ 
ния р-^{г) являются случайными числами, имеющими 
функцию распределения Р{х), На рис. 4.3 графически 
показана процедура получения чисел с заданным зако¬ 
ном распределения. 

— Нельзя ли пояснить это на конкретном приме¬ 
ре? — попросил Стрелкин. 

— Давайте посмотрим, как вырабатываются слу¬ 
чайные величины с показательным распределением: 


Г(х) = 


1 —е при л:^0; 
О при X <0. 


( 4 . 1 ) 
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Возьмем обратную 
функцию Тогда ве¬ 
личина 

(4-2) 


где г — случайное число, 
равномерно распределен¬ 
ное на отрезке [О, 1]. Ве¬ 
личина X распределена по показательному закону с па¬ 
раметром Я. Так как (1— г) и г имеют одинаковое распре¬ 
деление, то выражение для получения показательно рас¬ 
пределенных случайных величин можно записать в виде 

1п г. (4.3) 



— Следовательно, для каждого закона распределе¬ 
ния, который мы хотим моделировать, нужно вычис¬ 
лить обратную функцию для функции распределения,— 
сказал Борис. — Но, насколько я понимаю, в общем 
случае это не такая легкая задача. 

— Действительно, часто нелегко найти обратную 
функцию. Но безвыходных ситуаций не бывает. Я сей¬ 
час приведу несколько примеров, показывающих, как 
можно без этого обойтись. 

Плотность распределения случайной величины, рас¬ 
пределенной по закону Эрланга к-го порядка, имеет 
уже знакомый нам вид: 


/й (х) = 


(й-1)1 ^ 

о 


при х'^0; 
при х<0. 


(4.4) 
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Для закона Эрланга нелегко написать функцию рас¬ 
пределения, найти же еще обратную функцию чрезвы¬ 
чайно сложно. Поэтому действуют другим способом. 
Воспользуемся тем, что случайная величина, распреде¬ 
ленная по закону Эрланга А-го порядка, может быть 
представлена как сумма к независимых случайных ве¬ 
личин, каждая из которых распределена по показатель¬ 
ному закону с параметром Об этом мы упоминали в 
разговоре о теории массового обслуживания. Следова¬ 
тельно, случайные величины, распределенные по закону 
Эрланга, можно получать по формуле 

к 

І:=\ 


Для каждого X нужно получить к равномерно рас¬ 
пределенных случайных чисел. 

Гиперэкспоненциальное распределение. Плотность 
такого распределения имеет вид 

Рі 

при л: < 0. 



Хі е 


при X > о [ Д /7/ = П ; 


(4.6) 


Мы остановимся на случае к=2 


/(•«)= 


_I е +(1 — /?) ^2 е при х^О; 


- X 2.ЛГ 


при л: < 0. 


(4.7) 


Случайную величину, распределенную по гиперэкс¬ 
поненциальному закону второго порядка, можно пред¬ 
ставить в таком виде: с вероятностью р выбирается 


186 



случайная величина, имеющая показательное распреде¬ 
ление с параметром Я;ь а с вероятностью (1-^р) выби¬ 
рается случайная величина, имеющая показательное 
распределение с параметром Яг. Отсюда ясна схема мо¬ 
делирования. 

Вырабатываются две величины, равномерно распре¬ 
деленные по [О, 1]: Гі и Гг. Если 

0<гі<р, 

то 

(4.8) 

если 

р < Гі < 1, 

ТО 

^ ^ ^ 1п Гг. (4.9) 

Плотность нормального распределения имеет вид 


1 

, (4.10) 


где а — математическое ожидание; 

а — среднее квадратическое отклонение. 

Если взять нормированную сумму п одинаково рас- 
предельных случайных величин сэг с математическим 
ожиданием, равным т, и дисперсией В 


2 со^ — пт 
/=1 _ 

'\пв 


(4.11) 


ТО по центральной предельной теореме при у 
распределена по нормированному нормальному закону. 
Нормальное распределение с математическим ожида- 
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нием а и средним квадратическим отклонением о мож¬ 
но получить, используя соотношение 


Р — оу -}- сі* 

Таким образом, величину 



(4.12) 


(4.13) 


при достаточно больших п можно считать распределен¬ 
ной по нормальному закону с математическим ожида¬ 
нием а и средним квадратическим отклонением а. Воп¬ 
рос, таким образом, сводится к тому, какое п считать 
«достаточно большим». 

Практика показывает, что хорошее приближение к 
нормальному закону получается уже при /г=6. Если в 
качестве взять случайные величины Гі с равномер¬ 
ным распределением на [О, 1] (в этом случае т=, 

~ 2 

случайные величины можно получить так: 

Х=У2^2гг-з)сі + а. (4.14) 


ТО нормально распределенные 



— Пока что мы говорили о «кирпичиках», из кото¬ 
рых складывается моделирование, — продолжал Алек¬ 
сандр Андреевич. — Самым ответственным моментом 
в методе статистических испытаний является разработ¬ 
ка схемы моделирования, или алгоритма, по которому 
будет воссоздаваться работа моделируемой системы. 
Давайте рассмотрим весьма простой случай: моделиро- 
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вание одноканальной системы массового обслуживания. 
В разговоре о теории массового обслуживания мы упо¬ 
минали о том, что если в систему поступает произволь¬ 
ный входящий поток и продолжительность обслужива¬ 
ния распределена по произвольному закону, точного 
аналитического решения для такого случая нет. С по¬ 
мощью же метода хМ.онте-Карло сравнительно легко 
можно получить интересующие нас характеристики с 
достаточной степенью точности. 

Обозначим Гп, 5 г 7, — соответственно интервал 

между моментами прихода я-го и (/г+1)-го (с момента 
начала моделирования) требований, продолжитель¬ 
ность обслуживания п-то требования и время его ожи¬ 
дания в очереди. Тогда, как видно из рис. 4.4, время 
ожидания (/г+1)-го требования равно 


(рис. 4.4, а), если интервал между поступлениями п-то и 
(/г-[-1)-го требований меньше времени нахождения 
(11^?г+5п) п-то требования в системе. В противном слу¬ 
чае = 0 (рис. 4.4, б). Таким образом, можно запи¬ 

сать: 


\Ѵ 


п+1 - 


])С^п + 8п~Тп при \)^п + 8п>Тп\(п>0); 

О при Ѵ^п + 8п<Тп. ^ ^ 


Рекуррентное соотношение (4.15) и является основой 
для составления схемы моделирования одноканальной 
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системы. Естественно, возникает вопрос: чему должно 
быть равно Эта величина выбирается по желанию 
того, кто производит моделирование. Например, можно 
считать И^і=0. Но если по каким-то соображениям из¬ 
вестно приближенное значение среднего времени 
ожидания требований лучше положить ѴІ^і равным 
этому значению. Схема моделирования будет выглядеть 
так: 

1. Задать ]Ѵі; 

2. п—1; 

3. Получить Тп\ 

4. Получить 5^; 

3. Вычислить по схеме (4.15); 

6. Если п достигло заданного числа циклов моделиро¬ 
вания, произвести обработку статистики и закончить. 

Если нет, то 

7. /х = А2 + 1; 

8. Идти к п. 3. 

В пунктах 3 и 4 величины Тп и 8 п подсчитываются 
так, как мы говорили. Например, если распределения ин¬ 
тервалов входящего потока и обслуживания показатель¬ 
ные, Тп и 8 п должны быть вычислены по формуле (4.5) 
(естественно, с разными X для Т и 5). 

Пункт 6 требует особого разъяснения. Во-первых, 
каким должно быть число циклов моделирования, или, 
другими словами, приход какого числа требований нуж¬ 
но задать? Легко заметить, что чем дольше моделиро¬ 
вать, тем точнее будут результаты обработки статисти¬ 
ки. С другой стороны, увеличение продолжительности 
моделирования приведет к большим затратам машин¬ 
ного времени. Это весьма существенно, так как нас, 
как правило, интересует, как будет работать система 
при различных условиях, и, чтобы ответить на этот 
вопрос, процесс моделирования нужно повторить много 
раз. Общей рекомендации дать нельзя: для моделиро- 
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вания одной системы может быть достаточно тысячи 
циклов моделирования, для другой понадобятся десят¬ 
ки тысяч. Можно предложить такой достаточно прос¬ 
той прием. Через определенное число циклов моделиро¬ 
вания проводить требуемую обработку статистики. 
Например, в результате моделирования нам хотелось 
бы знать среднее время ожидания требований в очере¬ 
ди 1^04. Будем подсчитывать эту величину через 50 
циклов моделирования, т. е. при /г=50, 100, 150, .... 
Делается это чрезвычайно просто: при получении оче¬ 
редного значения ^п+\ в пункте 5 следует прибавить 
эту величину к содержимому специально выделенной 

N 49 99 

ячейки 2 1^/г+ь а затем вычислять 2 /50, 2х 

/=о /=о /=о 

149 

хѵі7;г^і/ 100,2 и^л+і/150 и так далее. Значение этих вели- 

/=о 

чин через каждые 50 циклов следует выводить на печать, 
а моделирование нужно прекратить тогда, когда эти 
значения практически перестанут изменяться, т. е. ре¬ 
зультат «установится». Существуют и более тонкие ме¬ 
тоды определения количества циклов моделирования, 
или, как еще говорят, «длины реализации», но они до¬ 
вольно сложны, и для их изложения требуется допол¬ 
нительный математический аппарат. 

Конечно, в разговоре мы затронули лишь самые 
элементарные вопросы, связанные со статистическим 
моделированием, и рассмотрели простейший пример. 
При моделировании сложных систем, в которых одно¬ 
временно могут происходить разные процессы, возника¬ 
ют проблемы, преодоление которых связано со значи¬ 
тельными трудностями. Развитие метода Монте-Карло 
неразрывно связано с распространением вычислитель¬ 
ной техники. 
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БЕСЕДА ПЯТАЯ 


Какие решения принимать? 

(Математическое программирование 

и теория игр) 








Борис обратился к Александру Андреевичу: 

— Вот мы с вами уже очень долго говорим о мате¬ 
матике. Поняли, как можно математически описывать 
разные процессы, узнали, что такое моделирование на 
вычислительных машинах. Но пока я еще не совсем 
представляю себе, как же использовать всю эту мате¬ 
матику для того, чтобы принять оптимальное решение. 
Когда мы говорили о моделировании, вы, правда, ска¬ 
зали, что, изменяя различные параметры модели, мы 
можем выбрать такие их значения, которые влекут за 
собой лучшие результаты. Но ведь такой перебор зна¬ 
чений параметров ограничен и временем и возможно¬ 
стями ЭВМ. Где же уверенность, что мы выберем наи¬ 
лучшее решение из всех возможных, а не только из 
тех, что мы перепробовали? 

— Да, это, конечно, самый важный вопрос при об¬ 
суждении математических моделей — может ли данная 
модель помочь нам в выборе наилучшего из всех воз¬ 
можных решений? Как действовать в той или иной си¬ 
туации? Это, так сказать, «вопрос всех вопросов». Как 
только человек задал себе этот вопрос — он уже не 
просто участник или наблюдатель процесса, он — «ис¬ 
следователь операции». И раздел математики, изучаю¬ 
щий этот вопрос, так и называется «исследование опера¬ 
ций». Раньше да зачастую еще и сейчас, этот раздел 
отождествляют с методами оптимизации. Но это не со¬ 
всем одно и то же. Исследование операций включает в 
себя как составную часть методы оптимизации, но не 

ограничивается только ими. 

— Как же так? — удивился Боря. — Ведь вы сами 

сказали, что исследование операций занимается проб¬ 
лемой выбора наилучшего решения, а теперь говорите, 
что это не то же самое, что выбор оптимального решения. 
Ведь методы оптимизации, судя по названию, для этого 
и существуют? 
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— Давайте немного подождем с ответом на этот 
вопрос. Может быть, через некоторое время, когда мы 
уже разберемся, что такое «оптимизация» и что такое 
«наилучшее решение», ваше недоумение. Боря, прой¬ 
дет. А пока, обратимся к очень простой задаче. Пусть, 
например, из города А в город В нужно отправить не¬ 
кий груз, причем есть два варианта: можно везти его 
поездом или самолетом, что, конечно, будет дороже, но 
зато груз к получателю поступит значительно быстрее. 
Скажите мне, пожалуйста, как вы будете отправлять 
груз? 

— Ну конечно же поездом, — рассмеялся Стрел- 
кин, — ведь это дешевле. 

— А если это скоропортящийся груз? Или очень 
срочно требующийся в городе В? — возмутилась Га¬ 
ля. — Вон сколько мы уже едем поездом, а самолетом 
мы с Борей были бы давно на месте. 

— Ну-ну, не сердитесь, Галя, — улыбнулся Алек¬ 
сандр Андреевич, — наш патриот железных дорог все 
прекрасно понимает и сказал это лишь в шутку. Но 
главное, мы видим, что понятие оптимального решения 
связано с точкой зрения на то, что есть оптимальность, 
т. е. какой критерий оптимальности мы выберем. Если 
в нашем примере важна скорость, то мы, конечно, вы¬ 
берем самолет, если же нам нужно уменьшить затра¬ 
ты,— железную дорогу. Итак, об оптимальности можно 
говорить только с точки зрения какого-нибудь критерия. 
Иногда так и говорят — оптимизировать критерий. 

— Постойте-ка, — вдруг нахмурился Стрелкин, — 
но ведь мы часто слышим, как говорят, например, 
«максимум продукции при минимуме затрат». Здесь же 
явно два критерия — объем продукции и величина за¬ 
трат. Первый надо максимизировать, второй — хмини- 
мизировать. А увеличение выпуска продукции всегда 
связано с дополнительными затратами. Как же так? 


194 



— Вы привели типич- С іО О 

ный пример многокрите¬ 
риальной задачи. Решать 
такие задачи непросто. А 
Да и само понятие «ре¬ 
шения» такой задачи не 
всегда четко определено. 

Вот мы пока и будем 
различать однокритери- 5.1 

альные задачи и методы 

оптимизации, созданные для их решения, и задачи мно¬ 
гокритериальные, являющиеся более общими задачами. 
Исследование операций включает в себя как те, так и 
другие задачи. 

Итак, обратимся к однокритериальным задачам. 
Возьмем такой пример. Опять из города А в город В 
нужно отправить груз, но между этими городами име¬ 
ется сложная железнодорожная сеть, например, такая, 
как на рис. 5.1. 

Первая цифра на отрезке, соединяющем два пункта, 
обозначает длину пути, а цифра в скобках — затраты 
на продвижение по этому пути. 

Пусть сначала требуется найти кратчайший путь из 
А в В, т. е. нашим критерием является длина пути, по 
которому пойдет груз. Естественно, что кратчайший 
путь нужно искать только среди таких путей, которые 
не содержат петель, т. е. возвращений в уже пройден¬ 
ные пункты. Здесь таких путей 14. Вот они: 

Хі = АСОВ; Х 2 — АСЕОВ; х^ = АСЕЕВ; х^=АСЕОЕВ; 
х^ = АСЕОВ; х^ — АЕОВ; Хт = АЕЕВ; х^ = АЕОЕВ; 
Хд = АЕОВ; Хіо = АОЕСОВ; Хп = АОЕОВ; 

Хі2 = АСЕЕВ; Хі^ = АОЕВ; Хі4 = АО В. 
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— Да, но зачем рассматривать путь АСЕОВ, если 
путь АСОВ короче? — спросила Галя. 

— Постойте, постойте, — ответил Александр Андре¬ 
евич. — Мы пока еще только строим модель, а выби¬ 
рать наилучшее решение будем позже. Для этого надо 
описать все наши действия. Пусть х обозначает какое- 
нибудь из возможных решений. Тогда каждому х отве¬ 
чает І(х) — длина пути х. Множество всех путей, выпи¬ 
санных выше, обозначим X. Теперь задача формулиру¬ 
ется так: «минимизировать І(х) на множестве X». 

Нетрудно проверить, что в нашем случае наимень¬ 
шее І(х) равно 30 и достигается при Хі=АСОВ, Хт — 
=АЕРВ или Хв=АЕОВ. И в качестве решения нашей за¬ 
дачи можно взять любое из этих трех значений х-путей. 

— Да, но ведь затраты на путь АСОВ и на путь 
АЕОВ меньше, чем на путь АЕЕВ. Значит этот послед¬ 
ний путь не годится, — возразил Стрелкин. 

—• Что значит — не годится? Мы ведь не накла¬ 
дываем никаких условий на стоимость проезда, — отве¬ 
тил Александр Андреевич. — Поэтому в той задаче, 
которую мы решали, все три пути равноправны и явля¬ 
ются оптимальными с точки зрения критерия !(х). 

Если же мы теперь поставим задачу: среди всех 
кратчайших путей найти тот, который требует наимень¬ 
ших затрат, то тогда, конечно, путь АЕЕВ придется от¬ 
бросить и оставить только пути АСОВ и АЕОВ. 

Пусть теперь имеется ограничение: затраты не долж¬ 
ны превышать 6 . Обозначим затраты на путь х через 
ё(х). Тогда математически можно будет сформулиро¬ 
вать нашу задачу так: «минимизировать 1(х) на множе¬ 
стве X при условии ё’Сх) ^ 6 ». 

Из рис. 5.1 видно, что только два пути удовлетворя¬ 
ют ограничению: Х 2 =АСЕОВ и Хи=АОВ, причем 
^(л: 2 )= 6 , а ^(хі 4 )= 5 . Решением задачи будет, очевид¬ 
но, путь Х 2 =АСЕ 0 В, так как !(Х2)=32 и /(хі 4 )= 37 . 
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На этом примере мы увидели, что однокритериаль- 
кые задачи можно разбить на два класса — задачи без¬ 
условной оптимизации и задачи условной оптимизации. 

— А как же задача с выбором самого дешевого пу¬ 
ти из всех кратчайших? — спросил Борис. 

— В той задаче фактически было два критерия, — 
быстро сказал Стрелкин, — ведь так? 

— Вообще говоря, да, — ответил Александр 
Андреевич, — в этой задаче мы учитывали два крите¬ 
рия [(х) и §(х), которые надо было минимизировать. 
Но мы их рассматривали не одновременно, а последо¬ 
вательно, отдавая предпочтение критерию !(х). Эту за¬ 
дачу тоже можно сформулировать как задачу условной 
оптимизации с одним критерием, например, так: 

«минимизировать §(х) на множестве X при условии 

/(х) = тт /(х')», 

где шіп /{х') означает наименьшее из всех / (х^) на мно- 
жестве X. 

Задачи условной оптимизации называют еще зада¬ 
чами математического программирования, причем ус¬ 
ловие может быть не одно. В общем виде эти задачи 
можно сформулировать так: 

«минимизировать или максимизировать функцию 
[(х) на множестве X при условии 


ёі{х)^0, §-2(х)^0,..., §т(х)^0, 

где ^і(х), ..., (а:) — некоторые функции, определенные 

на X». 

Решать задачи условной оптимизации очень непро¬ 
сто. Для многих классов таких задач придуманы спе¬ 
циальные методы нахождения оптимальных значений л:. 
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Среди них самым первым был изучен класс задач 
линейного программирования. Это такие задачи услов¬ 
ной оптимизации, где величины х описываются наборами 
определенного количества чисел и все входящие в их 
формулировку функции [(х), §1 (х),..., ёт(х) линейны, 
т. е. х= {Хі, Хп) и 

/ {х) = СіХ\ Сп Хп 

§^1 (х) = ^11 Хі -|- ... (Хщ Хп -|- ^10*5 (5.1) 


ёт — С1т\ .^1 “Ь ••• “Ь Сітп Хц "1“ 

К задачам линейного программирования сводятся 
многие практические задачи. Например, такая. 

Пусть нам требуется организовать железнодорож¬ 
ные перевозки в некотором промышленном районе, в 
котором имеются, скажем, три пункта, производящих 
одинаковую продукцию, и четыре — потребляющих ее 
(например, три угольные шахты и четыре металлургиче¬ 
ских предприятия). Пусть в і-м пункте-производителе 
продукция выпускается в объеме Аі; і= 1, 2, 3, а в /-м 
пункте-потребителе эта продукция требуется в объеме 
Ві, /=1, 2, 3, 4. Будем предполагать, что суммарное 
производство может удовлетворить весь спрос, т. е. 


Лі + Л 2 + Лз ^ -1- ^2 + -бз + Ва. 

Пусть транспортная сеть в районе такова, что каж¬ 
дый пункт-производитель связан с каждым пунктом-пот¬ 
ребителем, но не все участки дороги требуют одинако¬ 
вых транспортных затрат, что связано с длиной пути, 
с трудностью трассы, родом тяги и т. п. 

Если затраты на перевозку единицы продукции из 
/-ГО пункта-производителя в /-й пункт-потребитель со- 
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ставляют Сі^, і=1у 2, 3, /=1, 2, 3, 4, и мы организуем 
перевозки так, что из і^-го пункта в /-й будет достав¬ 
ляться Хі^ продукции, то общие затраты составят 

2 = Сі^і Хі^і -|- ^ 2,1 ^ 2,1 -|“ ^ 3,1 ^ 3,1 ” 1 “ ^ 1,2 -^ 1,2 ” 1 “ "Ь ^ 3,4 «^ 3 , 4 . 

Естественно, что распределение перевозимой про¬ 
дукции, т. е. выбор Хгі, следует организовать так, что¬ 
бы величина 2 была по возможности меньше. Таким 
образом, нам нужно минимизировать 2, выбирая Хг]. 
Но при этом Xі^ не могут браться произвольно. 

Во-первых, все величины Хі^ должны быть неотри¬ 
цательные. Во-вторых, из первого пункта-производителя 
не может быть вывезено больше, чем там производится, 
т. е. 


-^1,1 “Ь -^1,2 -|“ ^1,3 "Ь ^1,4 Лі. 

Аналогично: 

-^ 2,1 ” 1 “ -^ 2,2 -|“ ^ 2,3 ” 1 “ ^ 2,4 ^ 2 *, 

•^3,1 “1“ ^3,2 ”1“ -^3,3 -|“ Х^^4 Аз. 

И, наконец, чтобы удовлетворить спрос, необходимо 
доставить в первый пункт-потребитель не меньше чем 
Ві продукции, т. е. 

^1,1 ”1“ ^2,1 "І" -^3,1 ^ Ві 

и аналогично: 

Хі^2 -|“ ^ 2,2 -|“ ^ 3,2 ^ В2і 
Хі^з “ 1 “ ^ 2,3 4 “ ^ 3,3 ^ 

Хі,4 4 “ Х2А 4 “ -^ 3.4 ^ Ва. 

У нас получилась задача на поиск минимума функ¬ 
ции 2 при ограничениях. В такоім виде эта задача не 
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похожа на общий вид (5.1) задачи линейного програм¬ 
мирования, но ее можно легко переписать в нужной 
форме, если сделать замену неизвестных: 

^ С 1 —- •^2 — ^ 2 ^ 1 » «^3 «^4 — *^ Ь 2 > • • • э •^12 ^ 3 , 4 . 

Тогда, если положить^і = Сі,і , С 2 = С 2 ,і , ^і 2 = ^з,4, 

то мы получим 

^ — Сі Хі С2 Х2 ... ^12 Хі2 

и ограничения примут вид: 

Хіг'^0, 1 , ... , 12 

Х \ -[- Х ^ ” 1 “ .^7 ” 1 “ -^10 — -^1 0 > 

•^2 "1“ -^5 "1“ -^8 "1“ -^11 — ^2 0> 

-^3 + -^6 + -^9 " 1 “ -^12 — Лз 0 ; 

Х\ Х2 — В\^ 0; 

л:4 4“ -^5 ”1“ -^6 — -^2 ^ Оі 

•^7 “Ь -^8 4" -^9 — “бз ^ 0; 

•^10 4“ -^11 4“ Х\2 — ^4 ^ о, 

а это уже совсем просто приводится к виду (5.1), т. е. 
наша задача сформулирована как задача линейного 
программирования. 

— А не может ли случиться так, — спросил Стрел- 
кин, — что не будет ни одного х, которое удовлетворя¬ 
ет всем ограничениям? 

— Конечно, может, — ответил математик. — В 
этом случае говорят, что задача математического прог¬ 
раммирования не имеет решения из-за того, что множе¬ 
ство «допустимых» решений х, т. е. таких, которые 
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удовлетворяют всем ограничениям, пусто. Если это слу¬ 
чилось при решении практической задачи, нужно изме¬ 
нить ограничения. 

— Что значит — изменить ограничения? — спросила 
Галя. — Ведь они должны выполняться по условию, 
иначе бы мы их не писалиі 

-— Дело в том, что ограничения, которые встреча¬ 
ются в практических задачах, часто носят не такой ка¬ 
тегорический характер: «нечто должно быть меньше 
данного значения». Обычно это выражается в том, что 
невыполнение такого ограничения влечет за собой боль¬ 
шие потери, которые можно назвать «штрафом за на¬ 
рушение ограничений». Этот штраф может выражаться 
различными способами. 

Рассмотрим, например, такую задачу: 

«Максимизировать І(х) на множестве X при условии 
§(х)>0». 

Во-первых, введем такую функцию: 

'?(•«)= I I 

Очевидно, что тогда и только тогда, когда 

(р(х) = О, так как при §(х)'^ 0 \§{х)\ = §{х) и наоборот. 
Кроме того, из неравенства | а | ^ а следует ^ (х) ^ О при 
всех л:. 

Теперь нашу задачу можно переформулировать в виде: 

«Максимизировать /(х) на множестве X при условии 
(р(д;) = 0, где 9 (л:) — функция, принимающая неотрицатель¬ 
ные значения». 

Будем теперь считать, что нам разрешается нарушить 
ограничение §{х)'^ 0 , или, что то же самое, 9і(л:) = 0, 
но при этом придется платить штраф, тем больший, чем 
больше отличается 91 (х) от О, т. е. если ср(л;) оказалось 
равным и, то мы должны заплатить штраф і (и). Функция 
Ь{а) называется штрафной функцией, она возрастает 
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с ростом и и /,(0) = 0. Самый простой вид штрафной 
функции линейный: Ь{и)=\и, где А > 0. Теперь наша 
задача может быть переписана в виде: 

«максимизировать Р (л)= /{х)—і (у(л:)) на множестве X ». 

Здесь мы, конечно, подразумеваем, что /(х) выражена 
в тех же единицах, что и «штраф» і. 

Если X таково, что ограничение выполнено, т, е. 
ср(л) = 0, то р{х) = /{х) —1ф) = /{х). 

Если же (р(х)>0, то Е'(х) = / (х) —(ср (х)) </(х). 

Может быть, нарушив ограничение ср(л:) = 0, мы и по¬ 
лучим большее /(х), но зато заплатим штраф І(ср(х)) и 
«в сумме» получим не /(х), а Р{х) = / {х) —1{<^{х)). 

— Что вы хотите сказать. Боря? 

— Если я правильно понял, мы получили задачу опти¬ 
мизации без ограничений. 

— Совершенно верно, — подтвердил Александр Андрее¬ 
вич. 

— Но, если у нас несколько ограничений (х) ^ 0, ^ = 
= 1,..., т, мы можем взять несколько функций 9 й(х), 
неотрицательных и таких, что §-й(х)^0, тогда и только 
тогда, когда 9 й(х) = 0. Затем возьмем несколько штраф¬ 
ных функций Ій(м) — да хотя бы ій(м) = АйИ и задачу 
максимизации /й(х) при условии ^й(х)^0, ^ = 1,..., т 
заменим на задачу безусловной максимизации функции 

Е" (х) = / (х) — Аі срі (х) — ... — Хот (х). (5.2) 

А ведь найти максимум функции без всяких ограни¬ 
чений, наверно, легче, чем при ограничениях... 

— Давайте по порядку, — остановил Борю Алек¬ 
сандр Андреевич. — Действительно, несколько ограни¬ 
чений можно так же просто «снять», введя штрафные 
функции, как и одно. Но при этом функция Р(х) ока¬ 
зывается много сложнее, чем функция [(х), и не всегда 

безусловная оптимизация легче условной. Кроме того. 
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мы получили совсем новую задачу, допустив, что нару¬ 
шать ограничения все же можно, хотя и с уплатой 
штрафа. В какой-то ситуации может оказаться, что вы¬ 
годнее нарушить ограничение и заплатить штраф, но 
зато получить большее значение Р(х), чем, не нарушая 
ограничений, получить маленькое !(х). Поэтому задача 
максимизации функции Р(х) и задача условной макси¬ 
мизации 1(х), вообще говоря, не одно и то же, и их ре¬ 
шения могут не совпадать. 

— Но неужели нельзя свести условную оптимиза¬ 
цию к безусловной, если функция (5.2) не очень слож¬ 
ная? — спросил Борис. 

— В некоторых случаях можно. Предположим для 
простоты, что функция І(х) при всех х^Х ограничена 
одним и тем же числом М. Возьмем опять одно огра¬ 
ничение или (р(х)==0 и линейный штраф 

Р\ (х) = /{х)— Хер {х% X >0. 

Множество тех х^Х, для которых ср(х) = 0, обозна 
чим через Пусть 2 — максимальное значение /(х) на 
множестве их* — одно из тех в этом множестве, на 
которых максимум достигается, т. е. /(х*) = г. Можно 
считать, что М > г. 

Выберем X > о и рассмотрим множество Ох , состоя¬ 
щее из таких X, для которых ср(х:) >< Если хфОх , 

то ср (х) > и 

(х)</{х) - X ^М-(М-г) = г. 

А так как Ол включает в себя то, в частности, в 

есть точка л:*, в которой р'і(х*)=/{х*)=г, ведь <р{х*)=0. 
Значит при X > о максимум функции Рх (х) не может 
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достигаться вне множества Ох , и даже если мы никаких 
ограничений на х накладывать не будем, а будем ис¬ 
кать безусловный максимум Р\{х) на множестве X, то 
решение все равно окажется в множестве Ох, 

Если А < то — > - -р - и те х, для которых 
ср(х) будут удовлетворять и неравенству ср(х)< 

Это означает, что с увеличением X множество 

Ох сужается (Ох' с:^x). Увеличивая X до бесконечности, 

мы получим сужающуюся последовательность множеств 
Ох » каждое из которых содержит О*, и максимальное 
значение функции Гх (^) достигается только на Хх , при- 
надлежгащих множеству Ох. Если пересечение этих мно¬ 
жеств не содержит никаких других, кроме принадлежащих 
и если функция /{х) непрерывна, то, рассматривая 
точки Хх, можно определить и точки х*, на которых до¬ 
стигается максимум /{х) в области О*. Для вас. Боря 
и Галя, я могу сказать, что каждая предельная точка для 
последовательности Хх будет служить решением задачи 
на условный максимум. Я хочу только добавить, что ог¬ 
раниченность функции /{х) на всем множестве X, кото¬ 
рую я сначала предположил и потом использовал в своих 
рассуждениях, несущественна. От этого предположения 
можно отказаться, выбирая специальным образом штраф¬ 
ные функции. 

— Да, но ведь этак приходится решать бесконечно 
много задач безусловной оптимизации при разных Я, — 
разочарованно вздохнула Галя. — Уж лучше одна за¬ 
дача условной оптимизации. 

— Во-первых, это не всегда так, — ответил Алек¬ 
сандр Андреевич. — Для некоторых задач можно по¬ 
добрать одно такое достаточно большое Я, что всякое 
решение задачи безусловной оптимизации с иопользова- 
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нием штрафных функций является решением задачи ус¬ 
ловной оптимизации. Таковы, например, задачи линей¬ 
ного программирования. Но даже в тех случаях, когда 
приходится рассматривать целую последовательность 
задач безусловной оптимизации, это зачастую бывает 
оправдано. Поэтому метод штрафных функций стал 
сейчас очень быстро развиваться. В то же время, даже 
если удается свести задачу условной оптимизации к од¬ 
ной задаче безусловной оптимизации, это не всегда сле¬ 
дует делать. Для тех же задач линейного программиро¬ 
вания в настоящее время есть много методов, приводя¬ 
щих к оптимальному решению быстрее, чем методы ре¬ 
шения задач безусловной оптимизации. 

Мы не будем сейчас подробно останавливаться на 
различных задачах математического программирования 
и методах их решения. Посмотрим еще раз, что мы де¬ 
лали. 

Сначала мы описали множество наших действий X 
и ограничения, которым они должны подчиняться. За¬ 
тем выбрали критерий !(х), имея при этом в виду, что, 
как только X выбрано, все дальнейшее определяется 
однозначно. 

Тем самым мы построили математическую модель 
той реальной ситуации, которую изучаем. Дальше на¬ 
хождение оптимального поведения в этой ситуации 
свелось к задаче математического программирования. 

— Да, но так ведь почти никогда не бывает, — воз¬ 
разил Стрелкин. 

— Что не бывает? — спросили одновременно Борис 
и Галя. 

— Не бывает, чтобы мы могли точно предвидеть все 
последствия наших действий. В том же примере с по¬ 
сылкой грузов яз А в В, где мы минимизировали дли¬ 
ну пути и затраты, нельзя всегда точно сказать, како¬ 
вы окажутся затраты на перевозку груза по данному 
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отрезку пути. Вдруг, например, окажется, что в связи 
с неправильным планированием эксплуатационной ра¬ 
боты или в результате стихийных явлений (ливни, сне¬ 
гопады и т. д.) будет затруднено движение на данной 
линии и придется тянуть состав более мощным локомо¬ 
тивом. А в случае, если при этОхМ груз из-за чего-то 
подпортится в пути, железная дорога еще и штраф бу¬ 
дет платить. Да мало ли что может произойти! 

— Верно, — ответил Александр Андреевич. — До 
сих пор мы считали, что условия — ограничения и кри¬ 
терий определены однозначно и можно точно сказать, 
что будет, если мы поступим тем или иньим способом. 
На самом же деле все гораздо сложнее. И критерий 
!(х) и функции §к(х) могут быть подвержены различ¬ 
ным факторам, которые будем называть неконтроли¬ 
руемыми. Некоторые из этих факторов носят случай¬ 
ный характер, т. е. их можно рассматривать как слу¬ 
чайные величины с известным законом распределения, 
а про некоторые мы вообще можем ничего не знать, 
кроме того, что они как-то влияют на результаты на¬ 
ших действий. Возьмем такой пример. Пусть мы хотим 
добраться из нашего старого доброго города Л в не ме¬ 
нее дорогой нам город 5 и у нас есть два пути — через 
город С и через город О, До городов С и В идут поезда. 
Из города С в В можно добраться только по озеру на 
теплоходе, в из О в В можно проехать поездом. Известно, 
что теплоход отправляется из С в В регулярно, каж¬ 
дый час, правда, мы не знаем точно, в какие моменты, 
но его скорость зависит от погоды (от ветра, напри¬ 
мер). А поезд из О в В отправляется то ли каждые 2 ч, 
то ли каждые 4 ч. Точно мы не знаем и спросить 
не у кого. Каким путем мы доберемся скорее? 

Давайте сначала построим математическую модель 
ситуации. Ну -ка, Боря, какое здесь множество действий 
и какие факторы влияют на их результаты? 
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— Возможных действий здесь мало — выбрать путь 
через С или через О. Пусть это будут и х^. Погода — 
случайный фактор, можно определить, с какой вероят¬ 
ностью она будет благоприятна. 

— Это, пожалуй, так, — согласился Александр 
Андреевич. — Пусть скорость теплохода будет 
где ^ — случайный фактор, 

— Теперь, — продолжил Боря, — если мы выберем 
путь л;^, время путешествия будет зависеть от величи¬ 
ны — интервала от прибытия поезда до отплытия 
теплохода, а если путь х^, — то от величины — ин¬ 
тервала от прибытия поезда в -О из Л до отправления 
поезда из -О в В... 

— Что же дальше? — спросил математик, — поче¬ 
му вы остановились? 

— Потому что про мы можем кое-что сказать: 0:^ 
< 4:1, —ответил Боря.— А вот как быть с Л Ведь 

может оказаться, что 0 4;^:^ < 2 и 0 <4. 

— Как так, — вмешался Стрелкин, — мы же не знаем, 
какой именно интервал между поездами из Л в В — 2 

или 4 ч. Поэтому мы должны считать, что Это, 

наверно, и есть неконтролируемый фактор? 

— Да, точно так же, как и — сказал матема¬ 
тик. — Давайте подведем итог. Будем считать, что по¬ 
езда на всех участках идут с одинаковой скоростью 
Ѵп и все расстояния ЛС, ЛВ, СВ и ОВ равны г. Наш 
критерий — длительность путешествия — будет зави¬ 
сеть от выбора л; и от факторов и т^, связанных 
следующим соотношением, а именно: 


/(^, = 


V 


^ _|_ 


п 


V 


' +т^+ 


г 


, если X 
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V 


если х — х 
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п 
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Какой же путь выбрать, или л;^? 

— Можно, я попробую, — робко попросила Галя. 

— Давайте, смелее, — подбодрил ее Александр 
Андреевич. 

— Значит так, — начала Галя. — С ^ мы раздела¬ 
емся просто. ^ — величина случайная, значит, и 

— величина случайная. Поэтому мы вме¬ 
сто нее возьмем математическое ожидание 

= М [/(;с,^, т^, т^)). 

Величина \ будет показывать среднее время с уче¬ 
том случайной погоды. 

Теперь вместо и тоже возьмем их средние значения 

= и т:^=2. Получим / {х) = / 2] . 

Осталось взять только то .х:, при котором /{х) мень¬ 
ше. Вот и все. 

— Это почему же! — воскликнул Боря. — Почему 
мы должны брать средние значения и т^? Не лучше 
ли считать их самыми неблагоприятными и взять т^=1, 
а т^=4. Тогда мы гарантированно приедем в В не до¬ 
лее чем за І(х, 1, 4) часа. 

— А почему бы не взять тогда и ^ самым неблаго¬ 
приятным? — спросил Стрелкин. — Тогда мы будем 
гарантированы от случайностей погоды. 

— Да, как мы видим, здесь не все просто, — заме¬ 
тил Александр Андреевич. — Давайте разбираться по 
порядку. Итак, пусть у нас есть функция І(х, I, а), за¬ 
висящая от нашего действия х, случайного фактора ^ 
и неконтролируемого фактора а, про который мы лишь 
знаем, что он принимает значения в множестве^Л. Для 

того чтобы перейти от критерия / к критерию !(х), не 
зависящему от ^ и а, мы должны поставить задачу бо- 
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лее четко, чем просто «минимизировать I». И здесь мо¬ 
гут быть разные варианты. Чтобы все наши дальней¬ 
шие рассуждения сопровождались числовыми примера¬ 
ми, зададимся числами г=100 км, Уп=60 км/ч, Ѵт = 
= 40 км/ч, ^ может меняться от —10 км/ч до +10 км/ч, 
равновероятно принимая промежуточные значения 
на [—10, +10], то есть I будет равномерно распреде¬ 
лено на этом отрезке. 

Теперь 





5 , с , 
Х+'' + 

10 , о 


100 

40+ і’ 


если х = х^, 
если х= х^. 


Можно поставить такую задачу — какое минималь¬ 
ное время может занять у нас поездка при самых бла¬ 
гоприятных условиях? В этом случае следует считать 
х^=т^=0 и ?=10. 

Тогда 

( 2 г 

3 , если х = х , 

\ 

3 , если х = х^, 

о 1 

и минимальное значение равно 3-у-,причем оно реали¬ 
зуется на пути 

Ставя и решая такую задачу, мы можем только 
указать, что полученное значение / дает нам оценку 
снизу для всех возможных значений. 

Математически эту величину можно записать так: 

тіп /і(л:) = тіп тіп тіп /{х, I, а). 

X X ^ а 

Станем теперь на другую крайнюю точку зрения, 
которую предложил нам Боря. 
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и 


Будем считать все факторы неблагоприятными. 
Тогда: 



? 2 {х) = /{х, —10, 


1 , 



если х = х^, 

1 О 

если ;с = ;с . 


В этом случае мы можем наверняка добраться из А 
в 5 за 6 ч, избрав путь через С. Эта величина, ее мож¬ 
но записать так: тіп / 2 (;с) = тіптахтах /(х, а), гаран- 

X X ^ а 

тирует нам путешествие не долее ее в любом случае. 

Попробуем теперь сойти с этих крайних точек зре¬ 
ния, будем искать путь, который в среднем будет самым 
коротким. Для этого мы возьмем, как и предлагала 
Галя, математическое ожидание: 

/ (х, =м і/ (х, 1 = 

10 

5 , с I с ^60 ^ с 

^ + " і 40+1-Ж’ = ’ 

= —10 * 

10 , о о 

+ X , если х = х . 

Здесь 


С 100 



Но вот как же быть с и т^? 

Здесь можно опять стать либо на точку зрения 
«крайнего пессимизма» и считать т^=1, т^=4, либо 

постараться получить какую-нибудь информацию, 
уменьшающую неопределенность значений этих факто- 
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ров. Что же касается точек зрения «крайнего опти¬ 
мизма» или «золотой середины», то они ничем не пред¬ 
почтительнее любых других. «Крайний пессимизм» во 
всяком случае дает нам гарантированный результат. 
Но он может оказаться много хуже, чем результат, по¬ 
лучаемый в действительности. Поэтому, если в матема¬ 
тической модели участвуют какие-нибудь неконтроли¬ 
руемые факторы, лучше всего постараться о них полу¬ 
чить побольше информации, сузив тем самым неопре¬ 
деленность их изменения и уменьшив их влияние на ре¬ 
зультат. Такую информацию можно получать, исполь¬ 
зуя опрос сведущих специалистов-экспертов. 

При отсутствии неконтролируемых факторов (когда 
есть лишь случайные факторы) задачи можно ставить, 
например, так; 

1) максимизировать математическое ожидание 

выбирая X , удовлетворяющее условиям: 

ё‘й(^)^0, )% = 1,, т\ 

2) максимизировать вероятность Р{1{х, где 

с — некоторая заданная величина при условиях: 

)% = 1,..., т; 

3) максимизировать М{І{х, выбирая х так, что¬ 
бы вероятность выполнения ограничений §к{х, ?)^0, 
к=1, ..., т была не меньше заданной величины Р. 

Таких постановок задач можно придумать множест¬ 
во. Они носят название задач стохастического програм¬ 
мирования. 

При этом можно в качестве решения задачи выби¬ 
рать и X случайным. 

— Как это — случайное х? — удивился Стрелкин. — 
Что, например, будет означать такое «решение» — 
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1 1 
с вероятностью ехать налево, а с вероятностью — 

направо? Монетку, что ли, бросать? 

— Конечно, сама по себе эта фраза звучит доста¬ 
точно странно. Но представьте себе, что вы решаете од¬ 
ну и ту же задачу много раз и вас интересует суммар¬ 
ный результат. Тогда по закону больших чисел, если 
вы будете выбирать «обычные» неслучайные решения с 
определенными вероятностями, за достаточно большое 
число шагов N вы получите в сумме примерно ММ, где 
М — математическое ожидание, отвечающее данному 
распределению вероятностей на X. Если вероятности 
были выбраны так, чтобы максимизировать М, то в ре¬ 
зультате вы и получите максимальную суммарную ве¬ 
личину. Что же касается «монетки», то действительно 
можно воспользоваться «монеткой», чтобы реализовать 
последовательность неслучайных решений, приводящих 
к нужному результату. Только «монетка» эта должна 
быть такой, чтобы с нужной вероятностью «выпадало» 
нужное значение х. Такие «монетки» реализуются в 
ЭВМ с помощью датчиков случайных чисел. Мы уже 
упоминали их, когда говорили о моделировании. 

Теперь обратимся к многокритериальным задачам. 
Здесь могут быть ситуации двух типов. Может оказать¬ 
ся так, что выбор действия сосредоточен в руках одно¬ 
го лица, которое руководствуется несколькими крите¬ 
риями и хочет их по возможности все максимизировать 
(если что-то нужно минимизировать, то можно рас¬ 
сматривать эту величину со знаком минус), т. е. он 
должен выбрать х из какого-то множества X некоторым 
«наилучшим» образом с точки зрения критериев 
[і(х)у...у Іп(х). Но может оказаться так, что «действие» 
является коллективным в том смысле, что есть не¬ 
сколько лиц, каждый из которых выбирает свое дейст¬ 
вие Хі из некоторого множества Хи і=1, п, в резуль- 
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тате чего этот і-й участник получает величину іі(хъ 
Х п), которую хочет максимизировать. 

— Но разве это не одно и то же? — спросил Бо¬ 
ря. — Ведь если мы обозначим набор (хі, ..., Хп) через 
Ху то получится то же самое, что и в первом случае. 

— Нет, не то же самое, — возразил Александр Анд¬ 
реевич. — Ведь для того чтобы выбрать какое-нибудь 
определенное х=(хі, .... Хп), всем участвующим нужно 
договориться о совместных действиях, что, вообще гово¬ 
ря, не всегда возможно. Мы еще вернемся к этому. 
А пока рассмотрим первую ситуацию. Для простоты бу¬ 
дем считать, что критериев всего два: іі(х) и І2(х). 
И знаете, что, давайте обратимся к нашему самому 
первому примеру о выборе пути. Там множество X со¬ 
стоит из 14 элементов. В качестве критериев возьмем 
длину пути и затраты, т. е. !і{х)= — Цх), ! 2 {^) = 
— —Нарисуем на плоскости оси координат, на ко¬ 
торых будем откладывать значения !і{х) и соот¬ 

ветственно, когда X пробегает все множество X (рис. 
5.2). У каждой точки поставим номер л:, при котором 
получаются соответствующие значения !\{х) и / 2 (л:). 

Теперь ясно, что выбор нужно осуществить только 
из четырех путей Хі, Х 2 , Хв и Хн, так как для любого 
другого пути найдется один, в котором оба критерия 
принимают не меньшее значение, а один строго большее. 
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Так, например, 

{хг)/ < /і (-^б); /2 =/2 (-^б); 

/і {хі) = /і (АГб); /2 (лт) < /2 (-«б): 

/і /2 ('’<^1і)</2 

Те решения х, для которых нельзя одновременно 
улучшить оба критерия, называются паретовскими по 
имени математика Парето. В нашем примере четыре 
паретовские точки и, не привлекая никаких дополни¬ 
тельных условий, мы не можем отдать предпочтение 
ни одной из них: решение Хн обеспечивает нам наи¬ 
меньшие затраты (5) при длине пути 37, а решение 
Хб — кратчайший путь (30) при затратах, рав¬ 
ных 7. 

Теперь выбор «наилучшего» решения целиком нахо¬ 
дится в руках лица, принимающего решение, и носит не¬ 
формальный характер. Модель только подсказывает, 
среди каких решений нужно делать этот выбор. Си¬ 
туация, как мы видим, отличается от задач простой оп¬ 
тимизации. 

— А зачем вы соединили точки, отвечающие реше¬ 
ниям Хі 4 , Х 2 , х^, Х 7 ? — спросила Галя Александра Андре¬ 
евича, внимательно рассматривая рис. 5.2. 

— А вот зачем, — ответил тот. — Представим се¬ 
бе, что задачу о выборе пути мы решаем регулярно в 
течение длительного времени. Мы можем себе позво¬ 
лить каждый раз выбирать другой путь. Например, с 
вероятностью Ѵз путь Хи и с вероятностью % путь хз. 
Тогда математическое ожидание первого критерия бу¬ 
дет: 

4-/і ы + -г/» ^ + -Т (-32) - 33 
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а второго 

4/2 (-^и) + 4/2 (-^з)= 4 + 4 ® 4 • 

Точка с такими координатами делит отрезок, соеди¬ 
няющий точки, на рис. 5.2, отвечающие путям Хи и 
Хз в отношении 1:2, считая от последней. 

Вообще, если точка Іі на рис. 5.2 соответствует пу¬ 
ти X рисунка 5.1, а точка І 2 — пути то, взяв путь .х: 
с вероятностью /? и с вероятностью \—р, мы получим 
значения математических ожиданий первого и второго кри¬ 
териев соответственно: ■—р )и р/ 2 (^)+ 

+ (1 ““ Р) / 

Точка с такими координатами делит отрезок ^ 1^2 
в соотношении р: (1-р). считая от точки ^ 2 . Смысл 
таких «случайных» решений, которые в дальнейшем бу¬ 
дем называть смешанными, в отличие от «обычных», 
которые будем называть простыми, или чистыми, мы 
уже выяснили. Если же мы будем «смешивать» не два, 
а три, четыре или больше «обычных» решений, то смо¬ 
жем получить весь многоугольник, с вершинами в соот¬ 
ветствующих точках. 

— Теперь понятно, — перебила его Галя. — Мно¬ 
жество точек на рис. 5.2, оказавшееся внутри нарисо¬ 
ванного многоугольника, есть всевозможные средние 
значения критериев /і и /2 при использовании смешан¬ 
ных решений. Правильно? 

— Да, но ведь при этом появились новые паретов- 
ские решения. Или я что-то не так понял? — спросил 
Борис. 

— Нет, все верно, — ответил математик. — Дейст¬ 
вительно, у нас получился выпуклый многоугольник 
всех возможных исходов и вся его «северо-восточная» 
граница соответствует паретовским решениям — «сме¬ 
сям» чистых решений хи и Х 2 или Хз, Хі и Хв. 
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— Что же в этом хо¬ 
рошего?—спросил Стрел- 
кин. — Был выбор из че¬ 
тырех путей, а стал — из 
бесконечно многих. За¬ 
дача для выбора «наи¬ 
лучшего» решения ус¬ 
ложнилась. 

— Это не совсем так,— 
улыбнулся Александр 

возможности, 
«компромис- 


Андреевич. — Ведь расширились наши 
Мы теперь можем выбирать различные 


сные» решения среди паретовских, которые раньше бы¬ 
ли невозможны. Не будем сейчас обсуждать, как имен¬ 
но можно выбирать ту единственную паретовскую точ¬ 
ку, которую считают «наилучшей». Таких моделей вы¬ 
бора много. Эти модели называются моделями «торга». 
Они описывают как бы торговлю между критериями 
при выборе компромиссного решения, «справедливого» 
по отношению ко всем критериям. 

Обратимся теперь к задачам со многими участника¬ 
ми. Этими задачами занимается раздел исследования 
операций, называемый теорией игр. Здесь и термины 
используются «игровые» — участники называются иг¬ 
роками, их действия — стратегиями, критерии — функция¬ 
ми выигрышей. Игроки могут образовывать коалиции 
и применять совместные согласованные стратегии. В 
частности, если все игроки объединятся в одну коали¬ 
цию и будут действовать совместно, мы придем к зада¬ 
че, которую только что рассматривали. Но здесь появ¬ 
ляется кое-что новое. Пусть два игрока с множеством 
чистых стратегий Хі и Х 2 и функциями выигрышей 
Іі(хи Х 2 ) и^ 2 ) соответственно решили действовать 
совместно и договорились выбирать паретовское реше¬ 
ние. На рис. 5.3 изображено множество всех возмож- 
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ных исходов в этой игре и выделено множество исхо¬ 
дов, отвечающих паретовским решениям. 

— А почему вы нарисовали это множество невы- 
луклым? — спросила Галя. 

— Но ведь мы не говорим пока о смешанных стра¬ 
тегиях, — ответил Александр Андреевич. — Если бы 
игроки решили применять совместные смешанные стра¬ 
тегии, то множество исходов было бы выпуклым. 

Итак, пусть игроки договорились о каком-то компро¬ 
миссном паретовском решении (хі , Хг). При этом первый 
получит выигрыш /і (х ^, х*), а второй — /2 {х *, х^у 

Но теперь, подумав на досуге, какой-нибудь игрок, 
например первый, может захотеть нарушить договор и вы¬ 
брать стратегию Хі, отличную от «договорной» х*, если 

/і{Хі, >/і(л*, л:;). 

Заметим, что при этом обязательно / 2 (^ 1 ^ •^1)< 
</ 2 (-^І» -^ 2 )’ иначе решение (х*, х*) не было бы паретов¬ 
ским. 

В задаче с одним лицом, принимающим решение, 
такой «обман» невозможен, так как принимающее ре¬ 
шение лицо заинтересовано во всех критериях и уж ес¬ 
ли какое-то паретовское решение выбрано, оно будет 
реализовано. В игре каждый игрок заботится только о 
себе. Поэтому мы не можем упускать из виду возмож¬ 
ность нарушений совместных соглашений. Для того 
чтобы совместное решение (л: х^) было гарантиро¬ 

вано от нарушений, достаточно, очевидно, выполнения 
неравенств: 

/і (х°, х") ^ /і (Хі, х°) и /г (х?, х“) ^ /2 (х?, Хз) 

При всех Хі^Хі и Х 2 ^Х 2 . Эти неравенства говорят о 
том, что никому из игроков невыгодно отклоняться от 
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решения (л:р Такие решения называются рав¬ 

новесными решениями, или точками равновесия по Нэ¬ 
шу. Если среди паретовских решений есть равновесное, 
то, конечно, оно должно быть выбрано в качестве сов¬ 
местного решения. Беда в том, что часто среди паретов¬ 
ских решений нет равновесных. Да и не всегда равно¬ 
весные решения существуют. Основная теорема теории 
игр, доказанная Нэшем, утверждает, что в случае, ког¬ 
да множества чистых стратегий всех игроков конечны 
и они применяют (независимо каждый свою) смешан¬ 
ные стратегии, то такая игра всегда имеет точку равно¬ 
весия. 

— А нельзя ли все это пояснить на простых приме¬ 
рах? — спросил Стрелкин. 

— Конечно, сейчас мы так и поступим, — ответил 
Александр Андреевич. 

Среди всех игр, которые можно описать, указав 
участников, их возможные действия и критерии — 
функции выигрышей, наиболее простым является класс 


Таблица 5.1 
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игр двух лиц с нулевой суммой, в которых каждый уча¬ 
стник — игрок может принимать лишь конечный набор 
действий — чистых стратегий. Давайте подробнее раз¬ 
берем такие игры. 

Будем обозначать через I множество всех чистых 
стратегий первого игрока, а У — второго. Оба эти мно¬ 
жества конечны, пусть / состоит из гп элементов (у 
первого игрока есть т возможных альтернатив), а У *— 
из п элементов. Поскольку игра, которую мы рассмат¬ 
риваем, с нулевой суммой, т. е. сумма выигрышей игро¬ 
ков при любом выборе стратегий равна О, то достаточно 
определить выигрыш первого игрока. Обозначим через 
йі^ выигрыш первого игрока в том случае, когда он 
применяет стратегию і, а его противник — /. Можно 
считать, что второй игрок платит первому сумму 
Ог; (если йі^ отрицательное, то это означает, что пер¬ 
вый игрок платит второму). Такую игру удобно пред¬ 
ставить в виде следующей матрицы (табл. 5.1). 

Поэтому игра и называется матричной. 

Теперь мы можем попытаться выяснить, как следует 

вести себя игрокам в такой игре, т. е. определить их 
рациональные стратегии. 

— Какие стратегии? — переспросил Стрелкин. 

— Рациональные, те, которые разумно применять. 

— А почему вы говорите так осторожно — рацио¬ 
нальные? Почему не постараться найти оптимальные 
действия? Разве оптимальное поведение не есть рацио¬ 
нальное? 

— Все было бы очень просто, если бы мы могли 
всегда указать действия, реализующие тот или иной 
принцип оптимальности. 

Вот в нашем случае, например, первый игрок стре¬ 
мится максимизировать свой выигрыш, а второй — ми¬ 
нимизировать, так как он одновременно является про¬ 
игрышем второго игрока. Здесь ситуация похожа на 
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перетягивание каната, и нет никакой гарантии, что суще¬ 
ствует какое-то оптимальное поведение у игроков, но 
ведь делать что-то надо. Какие же действия разумно 
применять? Вот какой смысл я придаю словам «рацио¬ 
нальное» поведение, — ответил Александр Андрее¬ 
вич. — Сейчас все станет яснее. Давайте обратимся к 
примерам. 

Пусть матричная игра задана табл. 5.2. 

— Что можно посоветовать игрокам? 

— Так сразу, наверно, не скажешь, — сказала 
Галя. 

— Ну почему же, возразил Александр Андреевич.— 
Станем на точку зрения первого игрока. Как он расце¬ 
нит свои возможности? 

— Ясно, что третью стратегию он никогда приме¬ 
нять не будет, — сказал Стрелкин. — Ведь, что бы ни 
предпринял второй игрок, если первый выберет вторую 
стратегию, он всегда получит больше, чем если выбе¬ 
рет третью. Верно? 

— Совершенно верно. Это свойство называется до¬ 
минированием. Если какая-то стратегия (здесь для 
первого игрока — третья) доминируется другой, то ее 
можно исключить из рассмотрения, так как в любом 
случае использовать доминируемую стратегию нера¬ 
ционально. 


Таблица 5.2 
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Т а б л ид а 5.3 
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— Значит, — заметил Борис, — нашу матрицу 
мол<но заменить меньшей, как на табл. 5.3, и ничего не 
изменится? 

— Да, для первого игрока ничего не изменится. 
И в исходной игре и в той, матрицу которой сейчас на¬ 
писал Борис, рациональное поведение первого игрока 
будет одним и тем же. 

— Ну хорошо, уберем мы все доминируемые стра¬ 
тегии, а что дальше? — спросил Стрелкин. 

А теперь будем рассуждать так. Если первый игрок 
выберет стратегию с номером то при выборе вторым 
игроком стратегии с номером у первый игрок получит 
а-і] и, следовательно, самое меньшее — т;/ =тіп а//. Зна- 

чит, выбор /-Й стратегии гарантирует первому игроку 
выигрыш не меньший ѵі, и если первый игрок выберет 

стратегию с таким номером что 

Ѵі^ = т 2 іХ 'У/ = тах тіп аі;=ѵ, 


ТО какую бы стратегию / не применил второй игрок, 
первый получит 


а 


/о; 


тта^^=ѵ^^ 

- 



221 




т. е. V есть максимальный гарантированный выигрыш 

первого игрока и первый игрок всегда может обеспе¬ 
чить себе как минимум этот выигрыш. 

С другой стороны, если обозначить 

Ѵ: = тахаі: 


и взять /о такое, чтобы 

= тіп Ѵу = тіп тах аіу = ѵ, 

ГО, выбирая стратегию /о, второй игрок заплатит пер¬ 
вому 

тах = Ѵу^ = ѵ, 


т. е. второй игрок _может проиграть при разумном пове¬ 
дении не больше ѵ. Значит, первый игрок, предполагая 
разумность своег^ противника, может ожидать выиг¬ 
рыш не больший V. 

Давайте посмотрим, как это выглядит на примере 
матричной игры, которую написал Борис. 

Здесь 

‘У^ = тіп{2; —1; —2) = —2; 

1^2 = тіп {0; 1; 2} = 0 

и г; = тах {—2; 0} = 0, 1о = 2; 

Ѵі—тах { 2 ; 0 } = 2 ; 

Ѵ 2 = тах {— 1; 1} = 1; 

'Уз=тах{—2; 2} = 2 

и 'у = тіп{2; 1; 2}=1, Уо = 2. 
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Таблица 5.4 
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Таким образом, первый игрок может гарантировать 
себе выигрыш не меньше О, выбирая стратегию іо=2, 
а второй игрок может гарантировать себе проигрыш 
не больше 1, выбирая стратегию /о=2. 

— Смотрете-ка! — во_^кликнул Борис, — у нас по¬ 
лучилось ѵ<ѵ и сіі^^=ѵ. _ 

— Что ж, разберемся в этом. То, что не уди¬ 

вительно. Это ясно даже по смыслу величин ^ и у. Но 
и формально можно получить это неравенство. 

Раз при любых і и і и Ѵі не зависит от 

а — от I, то 

ѵ — тахѵі при любом у и 

V -<тіпг)у = г). 

1</<п 

Величины ^ и У называются соответственно нижней 
и верхней ценами игры. Если они совпадают, то вели¬ 
чина 0 = ^=0 называется ценой игры. _ 

Что же касается равенства = то это получи¬ 
лось случайно. Можно привести пример, когда =ѵ 

или V < аі^„ < V, например, для такой матрицы (табл. 5.4.) 
Здесь ѵ = 0, ѵ = 2, іо = 3, Уо = 3, = 1. 
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Вот теперь и возникает главный вопрос — какую 
стратегию выбирать первому игроку? 

— Ну, конечно же, іо! — воскликнула Галя, — 
ведь тогда второй выберет /о и первый получит сіі,],- 

— Почему же? — удивленно спросил Стрелкин. — 
Если быть уверенным, что второй выберет /о, то, навер¬ 
но, первый может найти стратегию и получше, чем ?о. 
Например, в последнем случае (см. табл. 5.4) против 
стратегии /о=3 второго игрока первому лучше ответить 
стратегией і=2 и получить а 2 з= 2 , чем применить стра¬ 
тегию іо=3, получая азз=1. 

— Да, но где уверенность в том, что второй приме¬ 
нит стратегию /о=3? — спросил Борис. 

— Но ведь мы считаем его разумным? Разве не 
так, Александр Андреевич? — удивилась Галя. 

—- Конечно, но, в свою очередь, он, считая ра¬ 
зумными нас и рассуждая так же, как вы, Галя, что 
мы применим стратегию іо=3, выберет стратегию /= 
= 1 и даст нахМ только азі = 0. 

— Вот так-так! — воскликнул Стрелкин. — Выхо¬ 
дит, что предполагая разумность друг друга, первый 
игрок выберет стратегию і=2, чтобы получить а 2 з = 2, 
второй игрок выберет /=І, чтобы отдать азі = 0, а в 
результате первый получит а 2 і = — 1, т. е. меньше, чем 
свой наилучший гарантированный результат _у= 1. Что 

ж это за «разумность» такая? 

— Видите, — усмехнулся Александр Андреевич. — 
Вы установили, что одно стремление максимизировать 
свой выигрыш как принцип оптимальности явно недо¬ 
статочно. Рассмотрим еще раз пару стратегий (іо, /о). 

Мы видим, что при фиксированном /о у первого иг¬ 
рока есть стратегия і, лучшая, чем іо, т. е. 
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а при фиксированном і^о у второго игрока есть страте¬ 
гия лучшая, чем іо, т. е. 

Поэтому стратегии (і^о, /о) образуют, как говорят, 
неустойчивую пару. Если бы для любых і и / выполня¬ 
лись неравенства 


то ни одному из игроков не было бы выгодно откло¬ 
няться от стратегий іо и /о. Такую пару стратегий назы¬ 
вают седловой точкой в антагонистической игре. Как 
мы видели в последнем примере, седловой точки может 
и не быть вовсе. Но если такая точка (іо, Іо) есть, то 
можно показать, что тогда игра имеет цену, т. е. ѵ = 

= ѵ = ѵ и, более того, аі,і, = ѵ. 

— Теперь ясно, что если в игре есть седловая точ¬ 
ка, то іо можно считать оптимальной стратегией пер¬ 
вого игрока, а /о — второго. Верно? — спросил Борис. 

— Верно. Остается все же решить, что делать в 
случае, когда седловой точки нет. 

— И еще один вопрос, — вставил Стрелкин, — что 
если в игре несколько седловых точек? 

— Такие игры действительно существуют. Напри¬ 
мер, с такой матрицей (табл. 5.5). 

Здесь ѵ = ѵ = ѵ=1 и пары (2, 1), (4, 3) образуют 

седловые точки. Но дело в том, что пары (2, 3) и (4, 1) 
тоже образуют седловые точки и, следовательно, каж¬ 
дый игрок может применять любую из своих «опти¬ 
мальных» стратегий независимо от другого. Это свойст¬ 
во называется взаимозаменяемостью оптимальных 
стратегий в антагонистических играх. 

Если же седловых точек нет, то, как мы видели, зада¬ 
ча выбора рационального (а не оптимального!) действия 
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Таблица 5.5 
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становится более трудной. Здесь можно выдвигать дру¬ 
гие принципы «разумности» поведения, отличные от 
простого стремления к увеличению своего выигрыша. 
Можно, например, стать на позиции осторожного игро¬ 
ка и руководствоваться «принципом гарантированного 
результата», стараясь обеспечить себе максимальную 
нижнюю оценку выигрыша, возможного при любых 
стратегиях противника. В игре с матрицей, изображен¬ 
ной в табл. 5.4, в этом случае рациональным выбором 
первого игрока будет і=3. Но, оказывается, есть еще 
одна возможность поведения в матричных играх, не 
имеющих седловых точек. Эта возможность заключает¬ 
ся в применении смешанных стратегий. 

— Мы уже говорили, что смешанные стратегии — 
случайное использование чистых. Так?— спросила Галя. 

— Да, смешанной стратегией первого игрока можно 

считать вектор р={рі , ..., Рт), где рі^О и р^-\-,,.’^рт= 
= 1, и понимать это так: с вероятностью рі первый игрок 
применяет стратегию с номером Точно так же смешан¬ 
ную стратегию второго игрока можно задать вектором 

д = {ди •••, дп)^ где ^0 и ді + ... -{-дгг = \. 

— А как вычислить выигрыш при использовании 
игроками смешанных стратегий? — спросил Стрелкин. 


226 






— Так же как в общем случае, о котором мы гово¬ 
рили раньше. Теперь каждая ситуация (і, /) будет реа¬ 
лизовываться случайным образом — событие Аі^, со¬ 
стоящее в применении первым игроком стратегии і, а 
вторым — стратегии / будет случайным и наступит с 
вероятностью ріді, так как игроки действуют независи¬ 
мо. Поэтому выигрыш первого игрока будет величиной 
случайной, принимающей значение ац при наступлении 
события Лгі. т. е. с вероятностью рі^^, а математиче¬ 
ское ожидание выигрыша будет соответственно: 

гп п 

7 ) =2 'ЕіО-ііРіді. 

І =1 ;=1 

Вот эту величину а (р, д) я будет теперь стараться 
увеличить первый і^ок, выбирая р, и уменьшить вто¬ 
рой игрок, выбирая д. 

— Так что же, мы пришліі к той же задаче, что и 

раньше, но теперь у нас ряд могут пробегать беско¬ 
нечные множества, — заметил Борис. — Чем же это 
лучше? 

— Дело в том, что справедлива следующая основ¬ 
ная теорема теории матричных игр. Всякая матричная 
игра обязательно имеет седловую точку^в смешанных 

стратегиях, т. е. существуют такие ро и до, что 

Яо)-^(^{Ро> до)<^{Ро^ д) 

при любых ряд. 

Только остается открытым вопрос о целесообразно¬ 
сти применения смешанных стратегий. Во всяком слу¬ 
чае, если игра проводится многократно, это имеет 
смысл. 

Перейдем теперь к неантагюнистическим играм, т. е. 
к играм, в которых интересы игроков непротивополож- 
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ны. Мы по-прежнѳму будем рассматривать случай двух 
игроков и конечных множеств стратегий обоих. Такую 
игру удобно записывать в виде двойной матрицы 
(такие игры называются биматричными) (табл. 5.6). 

Здесь величина есть выигрыш первого, а Ъі^ — 
второго игроков при применении ими стратегий і и / 
соответственно. 

В биматричных играх тоже можно определить устой¬ 
чивые пары стратегий, аналогичные седловым точкам в 
антагонистических играх, с помощью понятия ситуаций 
равновесия, о которых я уже говорил. Здесь условие 
равновесия пары (іа, /о) будет выглядеть так: 


и 


любых I 
для любых у. 


Так же как и в антагонистических играх, ситуации 
равновесия в чистых стратегиях могут не существовать, 


Таблица 5.6 
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Таблица 5.7 



1 2 

1 

2 

(5.5) (0,10) 

(10,0) (1,1) 


но если перейти смешанным стратегиям, то всегда 
существует пара (ро, ^о) такая, что 

а (р, до) а (/?о» ^о) любых р\ 

Ь (Ро» (/?о, ^о) Д*^^ любых 

Однако в неантагонистических играх точки равнове¬ 
сия уже не обладают свойством взаимозаменяемости и 
выигрыши игроков могут быть различны в разных точ¬ 
ках равновесия. Это, конечно, существенный недоста¬ 
ток. Хотя никто из игроков не будет отклоняться от 
равновесных стратегий, если уж они выбраны, но для 
того чтобы их выбрать, им нужно принять совместное 
решение о том, какая из ситуаций равновесия будет 
разыгрываться (если такая не одна). 

Кроме того, здесь возникает неудобство, связанное 
с непаретовостыо и, следовательно, с возможностью 
улучшить результаты одновременно для обоих игроков 
при совместных действиях. 

Эти недостатки ситуаций равновесия можно преодо¬ 
левать различными способами. Для того чтобы с ними 
познакомиться, нужно заняться этим серьезнее. 

Вот, например, биматричная игра с табл. 5.7. 

Здесь, как легко видеть, ситуацией равновесия явля¬ 
ется пара стратегий 1^=2, /о=2, и а 1, 
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в то время как аіі=6іі = 5>1. Пара стратегий і=І, 
/=1 дает лучшие результаты обоим игрокам, но не яв¬ 
ляется устойчивой, так как каждому игроку выгодно 
применить свою вторую стратегию против первой стра¬ 
тегии партнера. Если изобразить на плоскости все воз¬ 
можные исходы (пары выигрышей) в этой игре, то по¬ 
лучится следующая картинка (рис. 5.4). На ней ясно 
видно, что стратегии ^=1, /=1 дают паретовскую точ¬ 
ку в этой игре, а ситуация равновесия іо=2, /о=2 да¬ 
леко не паретовская. 

В антагонистической игре все значительно проще. 
Ведь там &г; = — сіі^ и соответствующая картинка всег¬ 
да имеет вид (рис. 5.5). Таким образом, в антагонисти¬ 
ческой игре любая пара стратегий, и, в частности, сед¬ 
ловая, дает паретовское решение. 

Итак, в неантагонистической игре возникают две 
проблемы. Во-первых, поскольку равновесные страте¬ 
гии не обладают свойством взаимозаменяемости, то на¬ 
до научиться выбирать из них лучшую. Во-вторых, хо¬ 
телось бы превращать паретовские точки, хотя бы не¬ 
которые, в равновесные. 

— Да, — перебил математика Борис, — но ведь с 
точки зрения разных игроков «лучшими» будут разные 
ситуации равновесия, так что надо еще определить, ка¬ 
кая ситуация лучше. 
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— Правильно, и здесь выступает один из основных 
принципов исследования операций. Когда мы начинаем 
изучать некоторый процесс и строить модель, мы долж¬ 
ны описывать его по возможности объективно, учиты¬ 
вая все элементы и их связи, но как только мы перехо¬ 
дим к этапу выбора действий, оценивая их эффектив¬ 
ность, мы должны твердо установить, с точки зрения 
какого из элементов модели мы рассматриваем моде¬ 
лируемый процесс, какой критерий выступает для нас 
основной мерой качества решения. В игровой ситуации 
это означает — с точки зрения какого игрока мы оце¬ 
ниваем последствия принятых решений. 

— Но разве это не означает, — спросил Стрелкин,— 
что мы как бы ставим этого игрока над другими и на¬ 
рушаем равноправие, которое было с самого начала. 

— Да, это так, но только в этом случае мы сможем 
давать рекомендации, что делать, именно этому выб¬ 
ранному игроку. Этот принцип фактически означает, что 
при выработке рекомендаций исследователь операции 
не может оставаться лицом нейтральным. Все станет на 
свои места, если считать, что лицо, принимающее реше¬ 
ние, и исследователь операций — разные люди. Иссле¬ 
дователь операций строит модель, анализирует ее и со¬ 
общает лицу, принимающему решение, о результатах 
исследования, его допустимых действиях в той или 
иной обстановке и о возможных последствиях. А уж не¬ 
посредственный выбор осуществляет лицо, принимаю¬ 
щее решение в соответствии со своими интересами. Так 
что «неравноправие» интересов теперь становится ес¬ 
тественным — каждого игрока в первую очередь инте¬ 
ресует его собственный критерий, который, конечно, 
может включать в себя и выражение общественной 
пользы. 

— Понятно, — согласился Стрелкин. — Значит мы 
установили какой-то приоритет среди участников? 
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Устроили что-то вроде «иерархической системы», о ко¬ 
торой сейчас так много говорят. 

— Да-да, — усмехнулся Александр Андреевич. — 
Об иерархических системах стало модным говорить. 
Но этому есть свое оправдание. Мы всегда подразде¬ 
ляем любую изучаемую систему, любой процесс на 
главные и второстепенные части, устанавливая тем са¬ 
мым иерархию или приоритет интересов. Но это еще 
не все. Иерархичность в нашем подходе носит более 
глубокий характер. Становясь на точку зрения того или 
иного элемента моделируемой системы, мы всю инфор¬ 
мацию о системе будем анализировать с его точки зре¬ 
ния и дадим ему право первоочередного выбора дейст¬ 
вия. В играх это будет означать право первого хода или 
передачи информации о своем выборе другим игрокам. 

— Но разве такое право всегда осуществимо? — 
удивился Стрелкин. 

— Конечно, нет. Но теперь мы рассмотрим именно 
такие игровые ситуации. Будем их называть играми с 
иерархической структурой. Если игровая ситуация та¬ 
кого рода включает только двух участников, то выде¬ 
лим из них одного, которого в дальнейшем будем назы¬ 
вать первым, и будем искать «наилучшие» с его точки 
зрения решения, предоставив ему право передавать ин¬ 
формацию о своих действиях второму игроку. Давайте 
построим математическую модель такой игры. 

Как и раньше, у нас будут два игрока с множест¬ 
вами стратегии X — первого и У — второго и функция¬ 
ми выигрышей (критериями) Р(х, у) и 0(х, у) соответ¬ 
ственно. Отличие в том, что первый игрок теперь имеет 
возможность в той или иной форме передавать инфор¬ 
мацию о своем выборе второму игроку. 

— Зачем же это ему нужно? — удивилась Галя. — 
Если двое играют, то зачем же одному открывать дру¬ 
гому свои намерения? 


232 



— Но ведь вы, Галя, обсуждаете с подругами свои 
планы, хотя ваши интересы не всегда совпадают, 
верно? 

— Так ведь то — с подругами и потом именно об¬ 
суждаем: я им говорю о своих планах, а они мне о 
своих. 

— Здесь, конечно, не совсем то же самое. Но в ка¬ 
честве «ответного сообщения» второго игрока может 
выступить предположение о его разумности и «не вред¬ 
ности», т. е. предположение, что второй игрок имеет 
единственной своей целью — увеличить свой выигрыш. 
Чтобы это стало ясней, давайте рассмотрим конк¬ 
ретные способы обмена информацией между игроками. 

— Что значит — способы? — спросил Стрелкин. — 
Один способ и есть: сообщил свое х или не сообщил. 

— Нет, это было бы слишком просто, — возразил 
математик. — Информацию можно передавать в раз¬ 
личных видах и вы сами, наверно, с этим встречались. 
Самый простой и часто встречающийся пример такого 
рода должен быть связан с распределением какого- 
нибудь ресурса, находящегося во власти верхнего уров¬ 
ня, причем само распределение может зависеть от пред¬ 
полагаемых действий нижнего уровня, и информация, 
передаваемая нижнему уровню, может отражать различ¬ 
ные формы такой зависимости. 

— Я, кажется, понял. И даже могу указать практи¬ 
ческий пример. Вся железнодорожная сеть в нашей 
стране делится на так называемые «дороги». Высшим 
органом каждой «дороги» является управление, обла¬ 
дающее некоторой автономией действия и решающее 
основные вопросы планирования и руководства работой 
этой части железнодорожной сети. Отделение дороги, а 
их в подчинении у одного управления может быть не¬ 
сколько, решают задачи организации перевозок на 
своем подразделении. 
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Если интересы управления дороги объединяют мно¬ 
гие характеристики, то отделения заинтересованы 
в получении максимальной прибыли от перевозок 
грузов на своих участках. Для перевозки нужны 
порожние вагоны. А их распределением ведает управле¬ 
ние. Вот тут-то и возникает конфликт. 

— Но не антагонистический, — подчеркнул Алек¬ 
сандр Андреевич. — Ведь управление дороги тоже за¬ 
интересовано в прибылях. 

— Да, но оно также заинтересовано в уменьшении 
времени простоя порожних вагонов, — продолжил 
Стрелкин. — И вот между отделом управления, ведаю¬ 
щим распределением порожних вагонов, и каким-то от¬ 
делением возможны такие формы отношений. 

Управление может выделить определенное количест¬ 
во вагонов для отделения без каких-либо обсуждений, 
а отделение уже будет решать свои задачи при этих 
выделенных ресурсах. Другая возможность состоит в 
том, что управление выделит вагоны в зависимости от 
тех действий, которые предпринимает отделение дороги 
(например, от выполнения плана в прошлом). И, на¬ 
конец, может быть так, что управление дороги опреде¬ 
ляет количество выделенных отделению порожних ва¬ 
гонов в зависимости от плана их использования. 

— Прекрасно! — воскликнул Александр Андрее¬ 
вич. — Давайте все это опишем математически. 

Итак, первая форма передачи информации от перво¬ 
го игрока (в вашем примере — управление дороги) со¬ 
стоит в непосредственном сообщении своей стратегии 
X (количество порожних вагонов, выделяемых отделе¬ 
нию). Игру с такой передачей информации обозначим 
Г\. Вторая форма состоит в том, что первый игрок со¬ 
общает второму X как функцию от у (действия отделе¬ 
ния), т. е. стратегии первого игрока теперь задаются 
в виде х=І(у). Такую игру будем обозначать Гз. 
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Наконец, третья форма может быть выражена так. 
Если первый игрок сообщит второму х (управление вы¬ 
делит отделению х вагонов), то отделение распорядит¬ 
ся ими с помощью действий у, зависящих от х, т. е. 
стратегии второго игрока задаются в виде функций у= 
=Н(х), Поэтому стратегии первого игрока будут «функ¬ 
циями от функций» х=ц)(Іг). Эту игру будем обозна¬ 
чать Гз. Посмотрим, как же осуществляются указанные 
стратегии в действительности. 

Игра Гі 

Узнав от первого игрока его стратегию х, второй 
будет выбирать у так, чтобы 

0{х, у) = тахО {х, у'), (5.3) 

у'ег 

т. е. выберет наилучший со своей точки зрения ответ. 

— Но ведь не всегда такое у существует, — вста¬ 
вил Борис. — Максимум ведь может не достигаться. 

— Верно, — ответил Александр Андреевич. — Но 
мы сейчас не будем останавливаться на таких тонко¬ 
стях. Предположим, что такое у существует. 

— А если ответов много? — не успокоился Борис. 

— Это уже более важно. Давайте обозначим через 
V (х) множество всех тех у, которые при данном х для 
второго игрока наилучшие, т. е. такие, для которых вы¬ 
полнено равенство (5.3). 

Игра Г2 

Первый игрок сообщил второму /(у), т. е. если вто¬ 
рой игрок выберет у, то первый применит стратегию 
=/(у) и второй получит 0{х, у)=(7(/(у), у). 
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Обозначим через К (/) множество таких у, для кото¬ 
рых О (/ (у),у) = піах О (/ (у'), у'), т. е. множество лучших 

ответов второго игрокѣ. Опять же будем считать, что для 
любой функции / такие у существуют и множество та¬ 
ких у обозначим через У (/). 

Игра Гз 

Первый игрок сообщает второму «функцию от функ¬ 
ции» ср(А). Если второй выберет функцию к{х), то первый 
применит стратегию х = (р(к) и второй реализует свой 

план у = Іі(х). Таким образом, второй игрок получит 
0{х, у)=(7(ср(А), А(х)), где х = ^{Іі), и «наилучшей» его 
стратегией будет такая функция А, для которой 


(/(ср(А), А(х)) = тах (7 (ср(А'), {х)). 

Л' 

Множество таких Н обозначим через Я(ф). 

Теперь вернемся к первому игроку. Какую же стра¬ 
тегию ему выбирать? Естественно, что предположения 
о разумности второго игрока в нашем случае означа¬ 
ют, что второй игрок будет выбирать свою стратегию 
соответственно из множеств У(х), У(І) и Я(ф). Но все 
стратегии каждого из этих множеств в соответствую¬ 
щей игре одинаковы с точки зрения выигрыша второго 
игрока. Поэтому у первого нет никаких оснований пред¬ 
полагать, что второй предпочтет какую-то определенную 
из них. Значит, для первого игрока неопределенным 
фактором является выбор вторым игроком стратегии 
внутри его множества, соответствующего типу игры. 

Выбрав в игре Гі стратегию х, первый игрок может 
гарантировать себе только шіп Р {Ху у). 

у^Ѵ{х) 
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Следовательно, его максимальный гарантированный 
результат равен: 


Ѵі=тах т\пр{х, у) 

х^Х у^У{х) 


И его оптимальной стратегией является то х, на кото¬ 
ром этот максимум достигается. 

Аналогично максимальный гарантированный резуль¬ 
тат в играх Г 2 и Гз определяется формулами: 


и 


Ѵ2 = тах тіпр(/(у), у) 

^ уег(/) 

1^3 = тах тіп/^(ср(/г), Іг{х)), где х = (^{/і). 


— Все стало вдруг так сложно, — сказала Галя. 

— Постойте-ка! — воскликнул Борис. — Я, кажет¬ 
ся, понял. Ведь если первый игрок сообщит второму 
Хо, которое отвечает ситуации равновесия, лучшей имен¬ 
но для него, первого, то второй игрок вынужден будет 
тоже согласиться на нее и использовать ту стратегию 
Уо, которая вместе с Хо эту ситуацию равновесия и со¬ 
ставляет. Ведь иначе 


0{хо, у)^0{хо, уо) 

для любого у по определению ситуации равновесия и 
второму невыгодно от нее отклоняться. 

— Молодец, Боря, — похвалил Александр Андре¬ 
евич. — Мы действительно получили, что уже в игре 
Г 1 первый игрок может обеспечить себе самую «луч¬ 
шую» с его точки зрения ситуацию равновесия. Но де¬ 
ло в том, что всегда выполняется неравенство 
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(5.4) 



Поэтому в играх А и Гз первый игрок может гаранти¬ 
ровать себе еще лучшие результаты. 

— Подождите-ка, — вставил Стрелкин. — Вы не 
ошиблись, что а не наоборот? Ведь это означает 

в моем примере, что управлению дороги выгоднее не уз¬ 
навать предполагаемый план использования выделяе¬ 
мых вагонов отделением, а указывать сразу свою реак¬ 
цию на все возможные действия отделения. 

— Все правильно. Здесь нужно учесть, что в игре 
Гз у первого игрока вроде бы больше возможностей, 
чем в /" 2 , но зато и у второго игрока в Го, больше воз¬ 
можностей. В результате же оказывается, что 

— Ну хорошо. С ситуациями равновесия все ясно. 
А как быть с паретовостью? — спросил Борис. 

— Этот вопрос сложнее. Для того чтобы сделать 
устойчивыми паретовские решения, нужно переходить 
к более сложнььм моделям, и, в частности, учитывать 
повторения игровых ситуаций. Мы сейчас не будем 
останавливаться на этом. 

— К тому же время для наших бесед, кажется, исчер¬ 
пано, — сказал- Александр Андреевич, взглянув в ок¬ 
но. — Мы затронули лишь часть проблем современной 
прикладной математики. Если они вас заинтересовали, 
постарайтесь сами глубже разобраться в них. Желаю 
вам успеха... 

Поезд медленно подходил к вокзалу большого си¬ 
бирского города. 
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Поезда, пассажиры... и математика. 

Казалось бы, что между ними общего? 

Нам, авторам книги, железнодорожникам 
и математикам, на своем опыте пришлось 
убедиться в правомерности 
и плодотворности союза математики 
с организацией транспортного процесса. 
Поэтому мы попытались привлечь внимание 
широкого круга железнодорожников 
к возможностям математических 
теории и методов. Мы “сознательно 
обращались только к тем из них, 
которые уже проверены практикой 
работы железных дорог. Нам хотелось, 
чтобы об этих методах и теориях узнали 
подробнее, осмыслили их суть. 

Трудно рассказывать о любой науке 
популярно, еще труднее популяризировать 
математику. Не надеясь на свои силы, 
мы решили привлечь к нашему рассказу 
помощников. Так появились пассажиры. 
Чтобы времени для бесед было достаточно, 
поезд отправили в один из далеких городов. 
Вот почему в нашей книге встретились 
и ПОЕЗДА, и ПАССАЖИРЫ, и МАТЕМАТИКА! 




